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概 要

可解な量子力学系の研究は，量子力学の建設当初から行われている．しかしながら，その可
解性についての本質的で統一的な描像は，未だに得られていない．量子力学の可解性は，しば
しば，超対称性代数との関連で議論されてきた．可解な量子力学系を研究することは，超対称
性の数理についての深い理解を与え，超対称場の理論における諸問題を解決し超対称性と関連
する物理現象への知見を得るという意味でも重要である．本論文では，1次元の量子力学系に
対する Schrödinger方程式の可解性について議論する．
量子力学の可解性における重要な概念として，形状不変性とよばれる一種の対称性があり，
これをもつ系は必ず可解である．また，形状不変性をもつ系を変形することで，様々な可解
系を構成する方法が提唱されてきた．適当な Darboux変換を施すことで得られる多添字系や
Krein–Adler系などが，その例である．また，形状不変性をもつ系のうち，1980年代までに見
出されたものを，特に，古典的な形状不変系とよび，それ以降に発見されたものと区別するこ
とにする．本論文では，量子力学における可解性の統一的な理解を目標として，この形状不変
性を機軸とした次のふたつの解析を行った：

A. 可解性の指標を定め，既知の可解系を新たな視点で捉え直した．

B. 可解系の手法を用いて，その周縁に存在する擬似可解な問題の解法を提唱し，数理構造を
議論した．

ところで，当該分野においては，ℏ = 1なる単位系での議論が一般的である．ℏの依存性を考
慮した先行研究は存在するものの，その取り扱いには様々な誤謬が散見される．そこで，本論
文では，その誤りを指摘した上で，我々の取り扱う全ての系に対して，その ℏ依存性を正しく
明示することから議論を始めている．
A. では，形状不変性と深い関連があるとされてきた，SWKB条件：∫ aR

aL

√
En −W (x)2 dx = nπℏ , n ∈ Z⩾0

に着目し，種々の可解系に対する解析を行った．扱った全ての可解系に対して，この条件は ℏ
に依存しないことが示された．即ち，この条件は，これまで考えられてきたような半古典近似
とは独立な条件である，といえる．また，条件式の左辺の積分には，注目している可解系の準
位構造が大きく寄与していることが見出された．この条件が古典的な形状不変系で厳密に成立
する一方で，他の可解系では一般には厳密には成立しないことから，この積分量は，古典的な
形状不変系との対比において，その系の情報を表していると考えられる．
B. では，古典的な形状不変系同士の重ね合わせで構成される擬似可解系に対する解析を行っ
た．まず，この問題が実際の物理系に適用できることを，非相対論的な少数多体系として扱っ
た重いバリオンの質量スペクトルの計算をすることによって示した．また，同じ函数形のポテ
ンシャル問題の近似解を求めた先行研究の方法に対して，対数摂動論を用いた改良を試みた．
更に，この系そのものの数理構造を理解するために，形状不変な系がもつ代数構造を手がかり
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に，その代数構造を拡張し，系の代数的な構造を明らかにした．この構造を用いることで，系
のエネルギースペクトルを，ある程度の近似の精度で求めることができる．
以上の解析から，本論文の結論は，次の 2点である．第 1に，SWKB条件によって可解系の
特徴，とりわけその系の準位構造と，対応する古典的な形状不変系の準位構造との差異に関す
る情報が得られることが分かり，これに基づいて種々の可解系を捉え直す視点が得られた．第
2に，可解系の周縁に存在する 1つの擬似可解系に対して，その可解／非可解の境界の様相を，
代数的な意味において理解した．

以下では，本論文の構成を記す．まず，1章では，導入として，本研究の背景や位置付けを
述べる．2章から 4章には，本論文で必要な基本的な知識が纏められている．その中でも，2章
は全体の概論的な役割を果たしており，3章では本研究において重要な概念である形状不変性
の詳細な議論が与えられている．尚，3, 4章では本論文で取り扱う可解系の導入を行っている．
本論文の独自な研究は，主に 5章と 6章に書かれている．7章が本論文の結論である．本論文
の各章の関連は，図 0.1の通りである．尚，いろいろの補足事項は，附録に書かれてある．

第 1章 序論

第 2章

第 3章第 4章

基本的な知識

第 5章

A. の研究

第 6章

B. の研究

第 7章 結論

図 0.1 本論文の各章の関連．
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第1章

序論

1.1 背景
量子力学の建設以来，Schrödinger註1方程式を厳密に解く手法が広く研究されてきた．その中
でも特に，時間に依存しない 1次元量子力学系の問題が様々論じられてきた．2階の常微分方程
式である Schrödinger方程式の解法として，ハミルトニアンの因子化に基づく手法がある．こ
の因子化による解法は，E. Schrödingerが水素原子の問題を代数的に解くために考案し [1]，後
に L. InfeldとT. Hullによって一般化された [2]解法である．E. Schrödinger以前にも，P. M.

Dirac [3]や，H. Weyl [4]による示唆があったとされる．
数学の常微分方程式論では，Riccatiの微分方程式とよばれる 1階の非線形微分方程式が，対
応する 2階の線形常微分方程式と等価であるということが，E. Schrödingerによる因子化解法
より前から知られていた．因子化解法は，この Riccatiのアイディアを量子力学の問題に焼き
直したものであると理解できる．
他方，素粒子物理学においては，1960年代になって，Bose粒子とFermi粒子との入れ替えの
対称性である超対称性（1.3節参照）が議論されるようになった．我々の宇宙では，実際には，超
対称性は破れている．そのため，超対称場の理論において，超対称性の自発的破れの議論がなさ
れていたが，これは非常に困難を極めていた．そこで，1980年代初めにE. Wittenによって，場
の理論の形式から一旦離れ，低エネルギー領域での有効模型として，量子力学の範囲で超対称性
を捉える試みが為された [5, 6]．この際に導入された模型を，超対称量子力学 (supersymmetric

quantum mechanics; SUSY QM) とよぶ．尚，「量子力学の範囲での超対称性」とは，後述の通
り，超対称性の代数構造をもった量子力学の問題を考えることを意味している．
超対称量子力学の研究が進むにつれ，超対称量子力学が，上述の因子化解法や可解なポテン
シャル問題（ハミルトニアンの固有値問題）に関する様々な知見をもたらすことが分かってき
た [7, 8, 9, 10, 11, 12]．特に因子化解法とは，本論文の主題のひとつである系の形状不変性 [13]

という一種の対称性を通して，密接に関連している．量子力学の問題の解法に対する理解が深
まることで，特定の問題が解けることの数理的構造が理解できたり，その知見に基づいた新た
な可解系の構成法が確立されたりしている．このように，現在では，超対称量子力学は，超対称

註1外国語の固有名詞を自国語で表記するのは，困難なことである．実際，かつて我が国では “Goethe”を「ギョー
テ」や「ギョエテ」などとカタカナで表記していて，「ギョーテとは おれのことかと ゲーテ云い」などと揶揄され
たこともあった．この川柳は，斎藤緑雨の作とされているが，正確なことは分かっていない．この脚註では，本
論文における外国語の表記に対する姿勢を明らかにする．そもそも，外国語の発音を自国語の発音で再現するこ
となど無理だし，無意味なことである．筆者は，外国語の固有名詞の表記は—特に人名はその者のアイデンティ
ティにも関係しており—現地語そのままで表記するのが望ましいと考える．そこで本稿では，（入力の手間も考慮
に入れて）人名のうち「漢字・ひらがな・カタカナ」で表されるものはそれらを用いて，そうでないものは原論文
や原典の表記を極力忠実に従って表記することにする．人名以外に対しては，一般的に用いられるものと元の発
音に可能な限り忠実なもの，それらの折衷案とを吟味して用いることにする．
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性を理解するためのみならず，量子力学系の可解性に関する探求の手段としても広く研究され
ている．超対称量子力学のこの側面と共に，Schrödinger方程式を解いたり，新たな可解系を構
築したりする分野は，特に，解ける量子力学（厳密可解な量子力学；exactly solvable quantum

mechanics）[14]とよばれている．厳密可解である（または単に，可解である）とは，ハミルト
ニアンの固有値問題に対して，その全ての固有値と，それに属する固有函数註2とが明示的に得
られることをいう．他方，本論文において「解ける」という場合には，それらのうちの一部だ
けが明示的に得られていたり，また近似的な表式のみが得られていたりする場合も含まれるこ
とがある．前者の例としては，準可解系 [15, 16, 17, 18]（附録D.1参照）が挙げられる．
超対称量子力学は，ほかにも，Korteweg–de-Vries (KdV) 方程式やサイン–Gordon方程式な
どで記述されるような力学系に対する洞察も与えてきた．これらの方程式の多ソリトン解を構
成することは，それをポテンシャルにもつ Schrödinger方程式と関係していることが知られて
いる．また，逆に，ソリトン解に関する知見が，Schrödinger方程式を解いたり，新たな可解系
を構築したりすることに役立てられている．このように，量子力学における可解性の研究は，
しばしば，超対称量子力学の文脈で行われてきた．

ここで，現在までに議論されてきた種々の可解系の概観を述べよう．
Coulombポテンシャルや調和振動子などは，量子論の発端となった現象の解析で現れるポテ
ンシャルで，1920年代の量子力学建設当初から知られていた可解系である．その後も，例えば
2原子分子での原子間相互作用を記述する模型として提唱されたMorseポテンシャル [19]など，
現象の解析に伴って様々な可解系が提唱されてきた．これらの系は，前述の因子化解法によっ
て解かれるものである．1950年頃までに，数十個の可解系に対して，因子化解法による統一的
な理解がなされていた [2]．1981年に超対称量子力学の模型が提唱されて以降，1983年にはそ
の超対称量子力学の文脈において形状不変性の概念が導入され [13]，因子化解法は，この形状
不変性と数学の分野で知られているCrumの定理 [20]との組み合わせで理解されるようになっ
た．尚，Crumの定理は，19世紀から知られていたDarboux変換 [21]とよばれるハミルトニア
ンの等スペクトル変形を基礎としている．
ところで，量子化条件は，前期量子論の時代から，人間が量子論を理解する上での“翻訳装
置”として，重要な役割を果たしてきた．Borh–Sommerfeldの量子化条件やWKB量子化条件
などが知られているが，これらは調和振動子の問題など，ごく僅かの限られた問題に対して厳
密なエネルギースペクトルを与えるものの，他の可解系に対してはエネルギースペクトルを求
めるための近似公式に過ぎない．1985年には，上述の形状不変性をもつ全ての系に対して厳密
なエネルギースペクトルを与える量子化条件が提案された [22]．これは，しばしば，SWKB量
子化条件とよばれる．しかし，この条件の数理構造に対する理解はほとんどなく，様々な例に
対する計算が為されてきたのみである [23, 24, 25, 26, 26, 27]．尚，以下で述べる新しく発見
された可解系に対しては，エネルギースペクトルを求めるための近似公式に過ぎないことも分

註2専門用語を日本語でどのように表記するか，という問題はあまり本質的ではない．また，その他の漢字表記
も，本論文の内容と直接的には関係しない．ただ，本論文における漢字表記に対する姿勢を，この脚註で明らか
にしておくことにする．例えば “function”の訳語の漢字表記について，元来「函数」と表記してきたものの，現
在では「関数」の表記が多く用いられている．これは，所謂「常用漢字」の範囲内で漢字表記を行おう，との流れ
に従ったものである．常用漢字は“難しくない”のかもしれないが，これでは本来の単語の意味を充分に表しき
れないだろう．“function”には，単に「関係する数」というだけでなく，“black box”といったニュアンスが感じ
られる．我々は，この奇妙な流れにのる必要もないだろう．また，まとまった文章を書く上で，漢字に対する正
しい認識の下，より正確に筆者の意図を伝えることが肝要である．これらのことから，本稿では，常用漢字表へ
の記載の有無に囚われず，漢字表記を行うこととする．そもそも，常用漢字表に囚われていては，筆者自身の名
前を記載することもできなくなってしまう．
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かっている [25]．
1990年代に入ってからも，形状不変性をもつ可解系が新たに発見されている．あるパラメー
タについての無限級数の形で定義される，乗算型形状不変性とよばれるもの [28]や，例外直交
多項式系 [29, 30, 31]とよばれる，次数に欠落がある直交多項式系を固有函数の主要部にもつ量
子力学系 [32, 33, 34]などが，その例である．特に後者について，この系は，Darboux変換を用
いることによって，既に知られていた可解系から構成されることが分かっている [35]．2010年
代に入ってからは，この理解に基づいて一般化された，多添字系とよばれる形状不変性をもつ
可解系が構築された [36]．
このように，Darboux変換は，可解系を新たに構築することができるという点で重要であ
る．Darboux変換に基づいたCrumの定理を拡張することは，20世紀の時点で，Krein [37]や
Adle [38]によって既に為されていた．このKreinとAdlerによるハミルトニアンの変形を施す
ことで，既知の可解系から新たな可解系を構築することができ，このような系をKrein–Adler

系とよぶことがある．
ここまでは，形状不変性とDarboux変換を基礎として，可解系の理解ができる．しかしなが
ら，以上の文脈とは異なる文脈で構成されてきた可解系も存在する．1971年から議論され始め
たNatanzon類のポテンシャル [39, 40, 41]（附録D.3参照）が，その例である．Natanzon類の
ポテンシャルの中には，形状不変性をもつものも存在するが，一般にはそうでない．また，既
に知られている可解系を変形して新たな可解系を得る手法は，Darboux変換を用いたもの以外
にも，Abraham–Moses変換 [42]（附録 D.2参照）や量子力学における超対称性を応用したも
の [43]など，他にも様々ある．これらの統一的な描像は未だに分かっておらず，また可解なポ
テンシャルの分類も完成していない．この問題は，当該分野において解決すべき重要な課題と
なっている．

そもそも，可解な模型の重要性は，次のようなところにある．可解な模型には，数値的にの
み解かれる模型と比べて，解析的な議論が可能で，そのために得られる情報が豊かにある．そ
れ故，模型の性質を具体的に示して，自然現象の背後にある数理構造を明らかにすることが可
能である．このように，自然現象は，その数理が明らかになって初めて，完全に理解できたと
いえる．しかし，実際の物理現象を記述するのは，厳密可解な問題よりも，可解でない（数値
的にのみ解かれる）問題であることがほとんどである．可解な模型の性質をよく理解して，そ
の手法を通して問題にアプローチし，現実の現象を捉えることは，自然現象の背後にある数理
構造を明らかにするためには欠かせない方策であろう．尚，本論文において，このように可解
系の手法によって近似的に解かれる問題は，擬似可解であるといい，可解系の周縁に存在する
問題群であると捉える（図 1.1参照）．また逆に，物理現象と可解系の手法との関係が明確にな
れば，その物理現象が可解性に対する直観を与えることも期待できる．
また，Schrödinger方程式の解は，固有値問題の場合，その主要部に直交多項式を含む．直交
多項式は，量子力学や物理学に限らず，生物学や情報科学，経済学などの諸分野でも現れてく
る．その意味で，応用範囲は広い．数学的な一般論からだけではなく，量子力学の方法や概念
によって統一的かつ直観的に捉えることで直交多項式の理解が深められる．更に，可解な量子
力学系として構築された系の固有函数から，新たな直交多項式系が生み出されることもある．
前述の多添字系などは，その例である．解ける量子力学の研究の意義は，このようなところに
もある．
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量子力学系

非可解な系

可解系

⇓
⇓⇓

⇓⇓

⇒⇐

可解系の周縁
＝擬似可解系

図 1.1 可解性に着目したときの量子力学系の分類．記号 “⇒”は，ここでは，「可解系の手法
を用いて可解系の周縁に存在する問題へとアプローチする」ことを示している．

本節の最後に，超対称量子力学や量子力学の可解性の研究には，教育的な側面があることを
述べておこう．学部レヴェルの量子力学の教科書に出てくるポテンシャル問題のほとんどは，
超対称量子力学の枠組み，特に形状不変性を用いることで議論できる．また，「そもそも，量子
力学の問題が解けるとはどういうことだろう？」という問いは量子力学を扱う研究者の関心事
であるのみならず，その学習者が抱き得る疑問でもある．超対称量子力学や解ける量子力学は，
この問いに，部分的に答えることができるものである．そのこともあって，最近では，入門レ
ベルの量子力学の教科書の中にも超対称量子力学を扱っているものがある [44]．

1.2 本研究の位置付けと方針
前節で述べたように，時間に依存しない 1次元の量子力学系の問題に対する Schrödinger方
程式の可解性について，その本質的で統一的な描像やその起源は，部分的な理解はあるものの
未だに解明されていない．これらを解決することは，解ける量子力学の分野において重要な課
題である．本研究は，この課題に取り組むものである．
本研究で我々は，前述の形状不変性を機軸として，量子力学系の可解性に関する本質的で統
一的な描像や起源の探索を行う．形状不変性をもたない可解系も知られており，形状不変性そ
のものが可解性の本質ではない．しかし，形状不変な系には我々にとって馴染みの深いものが
多く含まれており，形状不変な系を変形したり，また形状不変な系と何らかの関係が付いてい
る可解系は非常に多い．そこで我々は，形状不変性に着目し，それが可解性の中心的概念であ
る，即ち（本質ではなくとも）重要な側面を反映している，との立場をとる．

前述の通り，Schrödinger方程式の可解性に関する研究は，量子力学の建設当初から行われて
おり，歴史は古い．そのために，また統一的理解の困難さから，様々な手法が乱立しているよ
うに見受けられる．そこで，さしあたり，我々は問題を精査・整理することから始める (A)．つ
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まり，まず我々は，現代的な立場に立って当該分野の研究を俯瞰し，以下の手順で種々の可解
系を捉え直す：

1. 種々の可解系を捉える際の指標を導入する（5.1, 5.2, 5.3.2節）．

2. その指標に基づいて，種々の可解系の解析を行う（5.3, 5.4.2節）．

3. 結果の解釈，また指標自体に対する理解を深める（5.3.5, 5.4節）．

続いて，我々は，可解系の周縁に存在する問題に取り組む (B)．これには，次のような理由が
ある．しばしば，解ける量子力学の研究は，数学的厳密性を追求して，実際の物理現象から離
れてしまうきらいがある．他方，実際の物理現象を記述する模型は，その非可解性のために数
値的な計算に頼り過ぎているがために，数理的な構造の理解には至っていないことがある．こ
の意味で，可解系の手法と，実際の物理現象を記述し得る模型との間には，幾分乖離がみられ
る．両者の“中間領域”に関する研究は，解ける量子力学の分野ではあまり行われてこなかっ
た．このような，可解系の周縁に存在する問題についての理解が深まれば，可解／非可解の境
界の様相が明らかとなり，可解性自体の外枠を画定することができることから，可解性の統一
描像を得るという目標の達成に資する筈である．そこで，本論文では，その具体的な 1つの場
合に着目し，詳細な議論を行う．具体的には，

1. 解ける量子力学の手法を用いて近似的に解くことのできる，物理現象を記述し得る系を
導入する（6.1, 6.2, 6.3節），

2. この擬似可解系に対する解法を確立する（6.4節），

3. その系にのもつ数理構造の理解を深める（6.5節），

の 3つを行う．

1.3 量子力学における超対称性
本論文の基礎には，超対称量子力学がある．量子力学における「超対称性」は，場の理論に
おける超対称性とは意味合いが異なり，超対称性の代数構造を有するという意味である．本節
では，場の理論での（元来の）超対称性と量子力学における超対称性との関連を，定性的に説
明する．

超対称性 (supersymmetry; SUSY) は，もともと，Bose粒子（ボゾン）と Fermi粒子（フェ
ルミオン）との入れ替えに関する対称性を意味する．ここで，Bose粒子は整数スピンをもち
Bose–Einstein統計に従い，Fermi粒子は半奇数のスピンをもちFermi–Dirac統計に従う粒子で
ある．スピンに着目して素粒子を分類すると，表 1.1のようになる．場の理論において，両者
の入れ替えは，超電荷 (supercharge) Q,Q†によって実現される．Qが Fermi粒子をBose粒子
に，Q†がBose粒子をFermi粒子に，それぞれ変える．このとき，Bose粒子とFermi粒子とは，
超多重項 (supermultiplet) をなす（図 1.2参照）．
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表 1.1 素粒子のスピンによる分類

スピン 粒子名 素粒子の例 支配方程式 自然界での役割

0 スカラー粒子 Higgs粒子 Klein–Gordon方程式 質量の起源
1
2 Dirac粒子 クォーク・レプトン Dirac方程式 物質の起源

1 ゲージ粒子 ゲージボソン
（光子・ウィークボソン・グルーオン）

{
Maxwell方程式
Proca方程式

力の起源
3
2 — グラビティーノ Rarita–Schwinger方程式 暗黒物質？
2 — 重力子 Einstein方程式 時空の起源

Bose粒子
Q†

←−−−−−
−−−−−→

Q

Fermi粒子

図 1.2 超多重項 (supermultiplet)．

他方，量子力学においては，既に述べたように，上述の意味での「超対称性」は存在しない．
このことは，量子力学で定義される超電荷がスピンの量子数を変えないことから分かる．しか
しながら，量子力学においても，場の理論と同様の縮退構造を考えることができる（図 1.3参
照）．この縮退構造こそが，超対称性の代数構造をもつ系の重要な性質のひとつであり，量子力
学における超対称性とは，この縮退構造をもつこと—これは全く一般的な 1次元量子力学系の
構造である—をいう．

“負（Bose的）”
状態

Q†
←−−−−−
−−−−−→

Q

“正（Fermi的）”
状態

図 1.3 量子力学における超対称性．

尚，量子力学における超対称性の数学的な議論は，本論文の主題とは逸れるものの，基礎を
なす重要な概念であることに変わりないので，附録 Fで行うことにする．
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1.4 量子力学の復習
ここでは，量子力学の中でも，本論文の主題と関連の深い事項を簡単に復習する．本論文で
は Schrödinger方程式の可解性を議論してゆくのであるから，まず 1.4.1節で，Schrödinger方
程式について記す．続いて 1.4.2節では，1次元調和振動子の演算子解法について述べる．これ
は，本論文の基礎にある超対称量子力学が，1次元調和振動子の演算子解法を一般化したもの
である，との見方ができるためである．量子力学の基本的な事柄のうち，これら以外の事項は，
適宜，文献 [45, 46, 47, 48]などの教科書を参照されたい．

1.4.1 Schrödinger方程式

3次元の時間に依存する Schrödinger方程式 (Schrödinger equation) は，

iℏ
∂

∂t
Ψ(r, t) = HΨ(r, t) , H = − ℏ2

2m
∇2 + V (r) (1.1)

と書かれる偏微分方程式である．この偏微分方程式の解として，Ψ(r, t) ≡ f(t)ψ(r)なる変数分
離形を仮定すると，

iℏ
df(t)

dt
f(t)

=
Hψ(r)
ψ(r)

= const. ≡ E

となり，2つの常微分方程式：  iℏ
df(t)

dt
= Ef(t) , (1.2a)

Hψ(r) = Eψ(r) , (1.2b)

に分けられる．式 (1.2a)より，系の時間依存性は，

f(t) = e−iEℏ t (1.3)

と分かるので，問題は，式 (1.2b)を解くことに帰着される．式 (1.2b)は，時間依存しないSchrödinger

方程式，または定常状態の（静的な；static）Schrödinger方程式とよばれる．
特に，1次元の量子力学系に対しては，式 (1.2b)において r → xとした

Hψ(x) = Eψ(x) , H = − ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x) (1.4)

を解くことになる．
我々が興味をもっているのは，束縛状態 (bound state) である．束縛状態とは，粒子が空間の
限られた範囲に存在している状態のことをいい，|r| → ∞で ψ(r)→ 0（1次元なら，|x| → ∞
で ψ(x)→ 0）となっている．束縛状態では，エネルギーが離散的な値のみをとることになり，
このとき式 (1.2b)はハミルトニアンHの固有値方程式になっている．つまり，量子力学の問題
を解くことは，結局，ハミルトニアンHの固有値問題を解くことに帰着される．また，あるエ
ネルギー固有値に属する固有函数 ψ(r)について，そのノルムは有限になる：

(ψ(r), ψ(r)) :=

∫
|ψ(r)|2 d3r <∞ . (1.5)
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このとき，固有函数は 2乗可積分 (square-integrable) であるという．波動函数には，一般に，
定数倍の任意性がある．この定数を，式 (1.5)の積分の値が 1となるように適当に採ることにす
れば，|ψ(r)|2は，粒子が rの位置に見出されることの確率密度を与える．
他方，束縛状態でない場合，|r| → ∞で ψ(r) → 0とはならず，エネルギーは，離散的な値
に限られず連続スペクトルになる．このとき，波動函数は 2乗可積分でない．これは系の無限
遠への運動に対応し，散乱問題等で現れる．

1.4.2 1次元調和振動子

1次元調和振動子に対する Schrödinger方程式は，

HHOψ(x) = Eψ(x) , HHO = − ℏ2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2 (1.6)

と書かれる．ただし，x→ ±∞で ψ(x)→ 0となる．この固有値問題に対する解は，

固有値： En = ℏω
(
n+

1

2

)
, n ∈ Z⩾0 (1.7)

固有函数： ψn(x) = Nn exp
(
−mω

2ℏ
x2
)
Hn

(√
mω

ℏ
x

)
(1.8)

である．Nnは規格化定数で，

Nn =
1√
2nn!

(mω
πℏ

) 1
4

(1.9)

である．また，Hnは n次のHermite多項式（附録A.3.1参照）を表している．
ここで，ハミルトニアンHHOを（部分的に）因子化することを考える：

HHO = ℏω
{[√

mω

2ℏ

(
x− ℏ

mω

d

dx

)][√
mω

2ℏ

(
x+

ℏ
mω

d

dx

)]
+

1

2

}
≡ ℏω

(
â†â+

1

2

)
. (1.10)

â†, âはそれぞれ，昇演算子，降演算子とよばれる．力学変数の x̂と p̂とは，これらの昇降演算
子を用いて，

x̂ =

√
ℏ

2mω

(
â† + â

)
, (1.11)

p̂ = i

√
ℏmω
2

(
â† − â

)
(1.12)

と書かれる．また，数演算子 n̂を
n̂ := â†â (1.13)

で定義すると，â, â†, n̂は，交換関係：

[â, â†] = 1 , [n̂, â†] = â† , [n̂, â] = −â , (1.14)
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が成り立つ．これらの交換関係を用いれば，昇降演算子を固有函数に作用させると，

âψn(x) =
√
nψn−1(x) , âψ0(x) = 0 , (1.15)

â†ψn(x) =
√
n+ 1ψn+1(x) (1.16)

となることが分かる．即ち，昇降演算子は，量子数 nを上げ下げする働きがある．この状況を
示したのが，図 1.4である．また，数演算子 n̂の固有値は，nである：

n̂ψn(x) = â†âψn(x) =
√
nâ†ψn−1(x) = nψn(x) . (1.17)

以上から，昇降演算子を用いて，1次元調和振動子の固有値問題 (1.6)を解くことができる．
固有値は，ハミルトニアンHHOが

HHO ≡ ℏω
(
n̂+

1

2

)
と書かれることから，すぐに

En = ℏω
(
n+

1

2

)
(1.18)

と分かる．他方，固有函数は，(1.15)の第 2式の微分方程式を解くことにより，まず初めに，基
底状態波動函数：

ψ0(x) = N0 exp
(
−mω

2ℏ
x2
)
, (1.19)

が求まり，昇演算子を繰り返し作用させること (1.16)により，

ψn(x) = Nn

(
â†
)n−1

ψ0(x) = Nn exp
(
−mω

2ℏ
x2
)
Hn

(√
mω

ℏ
x

)
(1.20)

と求まる．

x

V (x), En

O

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

a† a

a† a

a† a

a† a

図 1.4 1次元調和振動子の固有状態と昇降演算子．

1.4 量子力学の復習 9





第2章

解ける量子力学（超対称量子力学）

本章では，解ける量子力学（超対称量子力学）の解説を行う．本章から 4章には，本論文に必要な
基本的な知識が纏められているが，特に本章は，その中でも中心的な章であり，3章以降に対する概
論的な役割を果たす．
本章の構成は以下の通り．まず，2.1節で問題設定を述べた後に，2.2, 2.3節では，解ける量子力学

や超対称量子力学において，最も重要な考え方のひとつである，ハミルトニアンの因子化ついて説明
する．続いて，2.4節では，ハミルトニアンの因子化の議論を応用し，（可解な）1次元量子力学系の一
般的な構造を述べる．この構造を実現する例のひとつに，2.5節で導入する形状不変性とよばれる対
称性をもつ系がある．この話題は，本論文の主題のひとつであり，3章でより詳細な解説を行う．本
章の議論は 1次元の問題に限定されているが，本章の最後の 2.6節では，一般の d次元の問題などと
の関連を示す．
尚，解ける量子力学や超対称量子力学を扱った教科書には，文献 [8, 9, 10, 11, 49, 50]などがある．

2.1 問題設定
1次元量子力学系のハミルトニアン：

H =
p̂2

2m
+ V (x) = − ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x) , x ∈ (x1, x2) (2.1)

を考える．ただし，p̂は座標 xに共軛な運動量で，p̂ = iℏ
d

dx
であり，V (x)はポテンシャルであ

る．ポテンシャル V (x)は，下に有界とし，x1, x2は無限大になるか，あるいは x1, x2が有限な
らその点で V (x)→∞である．
式 (2.1)で与えられた系に対して，時間に依存しない Schrödinger方程式：

Hψ(x) = Eψ(x) (2.2)

を解くことは，ハミルトニアンHの固有値問題：

Hψn(x) = Enψn(x) , (2.3)

を解くことである註3．エネルギー固有値の番号付け nは，（常に，）単調増加：

E0 < E1 < E2 < · · ·

註3量子力学における固有値問題と線型代数，特に Hermite行列の固有値問題との間には，類似性があるように
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とする註4．また，固有函数 ψn(x)は，互いに直交する（hnは有限の値をとる）：

(ψn(x), ψm(x)) :=

∫ x2

x1

ψ∗
n(x)ψm(x) dx = hnδn,m . (2.4)

以下では，簡単のため，2m = 1とする．

2.2 ハミルトニアンの因子化

2.2.1 ハミルトニアンの半正定値性

基底状態のエネルギー固有値は，ハミルトニアン，つまりはポテンシャルに適当な定数を加
えることで，固有函数の形を変えることなく，常にゼロにできる．そのため，(2.1)の固有値問
題を解くことは，

H̃ ≡ H − E0 = −ℏ2
d2

dx2
+ V (x)− E0 = −ℏ2

d2

dx2
+ Ṽ (x)

の固有値問題：
H̃ψn(x) = Enψn(x) , E0 = 0 (2.5)

を解くことと本質的に同じことである．最低固有値がゼロとなるとき，ハミルトニアンは半正
定値 (positive semi-definite)であるという．以降，エネルギー固有値に適当な定数を加えて（こ
のことを定数分シフトさせると表現することがある）基底状態のエネルギー固有値をゼロにとっ
た場合，その値を E のようにカリグラフィ体の Eで表すことにする．
ここで，基底状態 (n = 0) を考えてみる．式 (2.5)は，

− ℏ2
d2ψ0(x)

dx2
+ Ṽ (x)ψ0(x) = 0 (2.6)

となるから，このとき，ポテンシャル Ṽ (x)は，

Ṽ (x) = ℏ2
ψ′′
0(x)

ψ0(x)
(2.7)

と書かれる．ただし，記号 ′′は xについての 2階導函数を表している．この式から，基底状態
の波動函数 ψ0(x)からポテンシャルを構成することができる，ということが分かる．
以下では，式が煩雑になることを避けるために，H̃ → H, Ṽ (x)→ V (x)と書くことにする．
つまり，以下で出てくるハミルトニアンHは，特に断りがない限りは常に，半正定値化されて
いるものとする．

思われる：

量子力学： Hψ(x) = Eψ(x) ,

自己共軛性 H = H† , (ϕ, ψ) :=

∫
ϕ∗(x)ψ(x)dx , (ϕ,Hψ) = (Hϕ, ψ) ,

Hermite行列： Hv = λv or
∑
j

Hijvj = λvi ,

Hermite性 Hij = H∗
ji , (u,v) :=

∑
j

u∗jvj , (u,Hv) = (Hu,v) .

註4 1次元量子力学系においては，エネルギー固有値の縮退はない（E.2節参照）．

12 第 2章 解ける量子力学（超対称量子力学）



2.2.2 ハミルトニアンの因子化

線型代数において，次の定理が知られている [51]：

定理．任意の n次複素行列 Pに対して，P∗Pは半正定値である．逆に，任意の半正定値のHermite
行列 Aは，A = P∗Pの形に表される．

これと同様に，ハミルトニアンHも，ある演算子AとそのHermite共軛な演算子との積で，
H = A†Aとすることができる．ただし，Aは一意ではなく，ユニタリ変換：A → UA，の自
由度がある．
ハミルトニアンHを

H = −ℏ2 d2

dx2
+ V (x)

≡
(
−ℏ d

dx
+W (x)

)(
ℏ
d

dx
+W (x)

)
≡ A†A (2.8)

と因子化することを考える註5．ここで，W (x)はスーパーポテンシャル (superpotential) であ
る．スーパーポテンシャルW (x)を用いれば，ポテンシャル V (x)は，

V (x) = W (x)2 − ℏ
dW (x)

dx
(2.9)

と書かれる．
また，前小節と同様に，基底状態 (n = 0) を考えると，

Hψ0(x) = A†Aψ0(x) = 0 ⇐⇒ Aψ0(x) = 0 註6 ,

∴
(
ℏ
d

dx
+W (x)

)
ψ0(x) = 0 (2.10)

註5因子化の仕方及びスーパーポテンシャルW (x)の定義の仕方には，本文中に示したもの以外にも，様々な流儀
がある．例えば，[49]では，ハミルトニアンHを（我々が採用している単位系の下では）

H =

(
−iℏ d

dx
+ i

dW (x)

dx

)(
−iℏ d

dx
− i

dW (x)

dx

)
と因子化し，このW (x)を超ポテンシャル (superpotential) とよんでいる．他方，[50]では，

H = ℏ2
(
− d

dx
− dw(x)

dx

)(
d

dx
− dw(x)

dx

)
と因子化し，w(x)は基底状態波動函数の対数をとったもので，プレポテンシャル (prepotential) とよんでいる．
前者の方法は，超場形式の超対称性理論の定式化からは自然な方法である．また，後者の方法では，基底状態波
動函数の正値性が自明に分かる，という利点がある．
註6証明は以下の通り：
⇐=) A†Aψ0(x) = A†0 = 0は自明．
=⇒) A†Aψ0(x) = 0の両辺に（左から）ψ0(x)

† を掛けると，

ψ0(x)
†A†Aψ0(x) = (Aψ0(x))

†Aψ0(x) = ∥Aψ0(x)∥2 = 0

となるので，Aψ0(x) = 0．
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である．このとき，ψ0(x)はAのゼロモードであるという．基底状態波動函数 ψ0(x)は，Aの
ゼロモードとして 1階の微分方程式 (2.10)によって決定される（N は規格化定数である）：

ψ0(x) = N exp

[
−1

ℏ

∫ x

W (x̄)dx̄

]
. (2.11)

逆に，式 (2.10)を用いれば，基底状態波動函数 ψ0(x)でスーパーポテンシャルを

W (x) = −ℏψ
′
0(x)

ψ0(x)
= −ℏ d

dx
lnψ0(x) (2.12)

と書き下すこともできる．ただし，記号 ′は xについての 1階導函数を表している．更に，ポテ
ンシャル V (x)を，次のように基底状態波動函数 ψ0(x)で書き下すこともできる：

V (x) = ℏ2
[(

ψ′
0(x)

ψ0(x)

)2

+
d

dx

ψ′
0(x)

ψ0(x)

]
= ℏ2

[(
d

dx
lnψ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnψ0(x)

]
. (2.13)

尚，これは，式 (2.7)を書き換えたものになっている．
他方，A†のゼロモードは，Aのゼロモードの逆数である：

A†ψ0(x)
−1 = 0 , ψ−1

0 (x) ∝ exp

[
1

ℏ

∫ x

W (x̄) dx̄

]
. (2.14)

2.2.3 パートナーのハミルトニアン

ここで，

H− ≡ H = −ℏ2 d2

dx2
+ V (x) ≡ −ℏ2 d2

dx2
+ V−(x) (2.15)

と書くことにする．それに伴って，固有値や固有函数も

H−ψ
(−)
n (x) = E (−)

n ψ(−)
n (x) (2.16)

などと書くことにする．H−に対して，A,A†の順序を入れ替えた新たなハミルトニアンH+を

H+ := AA† = −ℏ2 d2

dx2
+W (x)2 + ℏ

dW (x)

dx

≡ −ℏ2 d2

dx2
+ V+(x) (2.17)

と定義する．これらふたつのハミルトニアンH±（または，ポテンシャル V±(x)）は，互いに超
対称パートナー (SUSY partners) であるという．また，H+をH−の随伴 (associated) ハミル
トニアンということもある．両者は，

H+ = H− + 2ℏ
dW (x)

dx
= H− − 2ℏ2

d2

dx2
lnψ

(−)
0 (x) (2.18)

の関係にある．
ハミルトニアンH+に対する Schrödinger方程式（固有値方程式）は，

H+ψ
(+)
n (x) = E (+)

n ψ(+)
n (x) (2.19)

と書かれる．
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2.2.4 絡み合わせ関係式と超対称性

H±とA, A†との間には，

AH− = AA†A = H+A , A†H+ = A†AA† = H−A† (2.20)

なる関係がある．これらは，絡み合わせ関係式 (intertwining relations) とよばれている．
この関係式を用いれば，H−の固有状態 {E (−)

n , ψ
(−)
n (x)}からH+の固有状態 {E (+)

n , ψ
(+)
n (x)}を

知ることができる．式 (2.16)に左から演算子Aを作用させ，(2.20)第 1式を用いると，

AH−ψ
(−)
n (x) = E (−)

n Aψ(−)
n (x) = H+Aψ(−)

n (x) (2.21)

となる．よって，Aψ(−)
n (x)は，固有値 E (−)

n に属するH+の固有函数であることが分かる．た
だし，n = 0に対しては，式 (2.10)よりAψ(−)

0 (x) = 0なので，そのような状態は存在しない．
従って，Aψ(−)

n (x)がH+の固有函数となるのは，n ⩾ 1の場合である．
他方，式 (2.19)に左から演算子A†を作用させ，(2.20)第 2式を用いると，

A†H+ψ
(+)
n (x) = E (+)

n A†ψ(+)
n (x) = H−A†ψ(+)

n (x) (2.22)

を得る．この式からは，全ての nに対して，A†ψ
(+)
n (x)が，固有値 E (+)

n に属するH−の固有函
数であることが分かる．
以上から，H+の固有状態 {E (+)

n , ψ
(+)
n (x)}について，次のことが分かる：

(i) 固有値に対して，
E (+)
n = E (−)

n+1 ≡ En+1 , E (−)
0 ≡ E0 = 0 (2.23)

である．

(ii) H+の固有函数 ψ+(x)は，

ψ(+)
n (x) = Aψ(−)

n+1(x) =
W
[
ψ

(−)
0 , ψ

(−)
n+1

]
(x)

ψ
(−)
0 (x)

(2.24)

とできる．ただし，Wは，ロンスキアンを表す（附録A.1参照）．

(iii) 式 (2.24)のとき，逆に，H−の固有函数 ψ−(x)は，適当な係数 1/En+1を掛けて，

ψ
(−)
n+1(x) =

1

En+1

A†ψ(+)
n (x) . (2.25)

である．

これらから，H− ↔ H+の変換について，次の解釈ができる：

(i) H±は，E0 = 0を除いて，等スペクトルである．また，両者のエネルギー固有値が，H−

の基底状態を除いて，縮退している，ともいえる．

(ii) n ⩾ 1に対しては，演算子Aは，H−の固有函数ψ
(−)
n (x)をH+の固有函数ψ

(+)
n (x)に写す

と同時に，固有函数のノードを減らすはたらきをする．n = 0に対しては，演算子Aは，
状態 ψ

(−)
0 (x)を削除する (delete) はたらきをする．
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(iii) 演算子A†はH+の固有函数ψ
(+)
n (x)をH−の固有函数ψ

(−)
n (x)に変換すると同時に，固有

函数のノードを増やすはたらきをする．

以上の (i)–(iii)を用いれば，H−のエネルギー固有値と固有函数が全て求まっているとき，超
対称パートナーH+のエネルギー固有値と波動函数も求めることができる．式 (2.24)より，固
有函数系 {ψ(+)

n (x)}のノルムに関して，(
ψ(+)
n , ψ(+)

m

)
= En+1

(
ψ

(−)
n+1, ψ

(−)
m+1

)
(2.26)

が成り立つ．
(i)–(iii)の内容を図で表すと，図 2.1のようになる．図 2.1に示された縮退の構造は，超対称
性をもつ系の縮退構造と同様のものであり，この縮退構造が，量子力学における超対称性の現
れである註7．1.3節で述べたように，ここでいう「超対称性」は，超対称性代数（式 (F.12)参
照）をもつという意味であって，Bose粒子とFermi粒子との入れ替えを意味しない．以上のこ
とを踏まえて，H− ↔ H+の変換は，超対称変換（SUSY変換）とよばれることも，また単に
Darboux–Crum変換とよばれることもある．

E0 = 0

E1

E2

E3

E4

ψ
(−)
0

ψ
(−)
1

ψ
(−)
2

ψ
(−)
3

ψ
(−)
4

H−

ψ
(+)
0

ψ
(+)
1

ψ
(+)
2

ψ
(+)
3

H+

A

A†

A

A†

A

A†

A

A†

図 2.1 量子力学における超対称性の構造．

註7量子力学における超対称性の構造だけを考えるのであれば，もっとも簡単な例は，円周上に束縛された自由粒
子であろう．しかし，本章は量子力学系の可解性の構造に興味があるので，ここでは触れない．円周上に束縛さ
れた自由粒子の議論は，附録 F.1にある．
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2.3 解ける量子力学とRiccatiの微分方程式

2.3.1 ハミルトニアンの因子化は常にできるのか？

半正定値のHermite演算子が，ある演算子とそのHermite共軛な演算子との積で表されるこ
とは，数学上の定理である．従って，原理的には，どの（1次元量子力学系の）ハミルトニアン
も因子化され得る．しかし実際には，演算子が（実質的には，スーパーポテンシャルが）我々
の知っている初等函数や特殊函数，または演算で書き下せない場合には，因子化できない．つ
まり，あるハミルトニアンが与えられても，そのハミルトニアンが常に解析的に因子化できる
とは限らない．
前節の議論から，基底状態波動函数が分かれば，その系のハミルトニアンは常に因子化でき
る，といえる：

H = ℏ2
(
− d

dx
− d

dx
lnψ0(x)

)(
d

dx
− d

dx
lnψ0(x)

)
.

従って，可解な 1次元量子力学系に対しては，常にそのハミルトニアンは因子化できるのであ
る．逆に，ハミルトニアンが因子化できれば，式 (2.11)によって，系の基底状態波動函数が（少
なくとも形式的には）求められる．
では，ハミルトニアン（あるいはポテンシャル）が与えられたとき，そのハミルトニアンが
解析的に因子化できるか否かはどのように考えたら良いのだろうか．この問題は，結局，ポテ
ンシャル V (x)からスーパーポテンシャルW (x)を求める問題であるから，W (x)についての 1

階の微分方程式 (2.9)を解くことに帰着される．この微分方程式は，Riccatiの微分方程式とよ
ばれている，よく知られた型の微分方程式である（附録E.3参照）．Riccatiの微分方程式には，
一般解が知られていない．しかし，変数変換などによって可解な微分方程式に帰着する場合も
存在する．従って，Riccatiの微分方程式 (2.9)が解ける場合にはハミルトニアンは因子化でき，
解けない場合には解析的に因子化できない，ということになる．つまり，ハミルトニアンが常
には解析的に因子化されないのは，Riccatiの微分方程式に一般解がないためである．
このように，ハミルトニアンの因子化の問題は，Riccatiの微分方程式と深く関係している．
更に，誤解を恐れずにいえば，解ける量子力学の諸問題は，ハミルトニアンが解析的に因子化
されるか否かの問題で，数学的にはRiccatiの微分方程式が解析的に解かれるかの問題である．

2.3.2 最も簡単な例：1次元調和振動子

本小節では，式 (2.9)のRiccatiの微分方程式が解けてハミルトニアンが解析的に因子化でき
る場合の，最も簡単な例として，1次元調和振動子の問題をみてゆくことにする．本小節にお
いて，記号 ′は，常に xについての 1階導函数を示すものとする．

V (x) = ω2x2 − ℏω

とすると，式 (2.9)は，
W 2(x)− ℏW ′(x) = ω2x2 − ℏω (2.27)

と書かれる．
W1(x) ≡ ωxは，明らかに方程式 (2.27)を満たす．そこで，W (x) ≡ W1(x)+W̃ (x) = ωx+W̃ (x)

とおくと，式 (2.27)は，W̃ (x)についての微分方程式：

W̃ ′(x)− 2ωxW̃ (x) = W̃ 2(x) (2.28)

2.3 解ける量子力学とRiccatiの微分方程式 17



に書き換えられる．この型の微分方程式は，Bernoulli型の微分方程式とよばれ，一般解が知ら
れている．その解法に従って，W̃ (x)−1 ≡ w(x)とおけば，次の w(x)についての 1階の常微分
方程式を得る：

w′(x) = −2ωxw(x)− 1 . (2.29)

従って，

w(x) = e−ωx2

(
C −

∫ x

eωx̄
2

dx̄

)
(2.30)

と求まり（Cは積分定数），式 (2.27)の一般解は，

W (x) ≡ W1(x) +
1

w(x)
= ωx+

eωx
2

C −
∫ x

eωx̄
2

dx̄

(2.31)

と求まる．
ここで，式 (2.31)から，W (x)は一般に，定義域内に特異点をもつ．これは即ち，式 (2.11)で
得られる基底状態波動函数も定義域内に特異点をもつことになり，適切な量子力学系たり得な
い．適切な量子力学系を得るために，我々は，式 (2.27)の解として，特異解W1(x)を採ること
にする（これは，C →∞とすることに対応している）．このとき，1次元調和振動子系のハミ
ルトニアンは次のように因子化される：

− ℏ2
d2

dx2
+ ω2x2 − ℏω =

(
−ℏ d

dx
+ ωx

)(
ℏ
d

dx
+ ωx

)
. (2.32)

2.3.3 超対称パートナーのポテンシャルとRiccatiの微分方程式

本節の最後に，超対称パートナーのポテンシャルと Riccatiの微分方程式についてコメント
しておく．超対称パートナーのポテンシャルとスーパーポテンシャルとの間には，

V+(x) = W (x)2 + ℏ
dW (x)

dx
(2.33)

という関係が成り立つ．これもまた，Riccatiの微分方程式である．この微分方程式を満たす（非
特異な）スーパーポテンシャルはただひとつには決まらない，ということが 1980年代に指摘さ
れた．この事実を用いて新たな可解な量子力学系を構成する研究が為されてきた [52, 53, 54, 55]

が，本論文ではこれ以上は立ち入らない．

18 第 2章 解ける量子力学（超対称量子力学）



2.4 Crumの定理

2.4.1 ハミルトニアンの逐次構成

本節では，
H[0] ≡ A[0]†A[0] ≡ H− , H[1] ≡ A[0]A[0]† ≡ H+ (2.34)

と書く．それに伴って，固有函数も，

H[0]ψ[0]
n = Enψ[0]

n (x) , H[1]ψ[1]
n = En+1ψ

[1]
n (x) (2.35)

と書くことにする．ここで，H[1]の最低固有値は，E1 ̸= 0である．
2.2節の処方に従って，H[1]の超対称パートナーのハミルトニアンH[2]を構成することを考
える．即ち，H[1]を次のように（半正定値化と）因子化を施し：

H[1] = A[1]†A[1] + E1 , (2.36)

H[2]を
H[2] := A[1]A[1]† + E1 (2.37)

で定義する．H[2]に対する Schrödinger方程式は，

H[2]ψ[2]
n = En+2ψ

[2]
n (x)

と書かれ，H[1]とH[2]との間の絡め合わせ関係式は，

A[1]H[1] = A[1]A[1]†A[1] = H[2]A[1] , A[1]†H[2] = A[1]†A[1]A[1]† = H[1]A[1]†

である．
この処方は，元のハミルトニアンH[0]の離散固有値の数だけ，繰り返し行うことができる．
一般に，s番目から s+ 1番目のハミルトニアンへの構成は，

H[s] := A[s−1]A[s−1]† + Es−1 = A[s]†A[s] + Es , (2.38)

H[s+1] := A[s]A[s]† + Es (2.39)

と書かれる．ただし，これらのハミルトニアンに対する Schrödinger方程式は，

H[s]ψ[s]
n (x) = En+sψ

[s]
n (x) , H[s+1]ψ[s+1]

n (x) = En+s+1ψ
[s+1]
n (x) (2.40)

である．これらふたつのハミルトニアンの間には，絡め合わせ関係式：

A[s]H[s] = A[s]A[s]†A[s] = H[s+1]A[s] , A[s]†H[s+1] = A[s]†A[s]A[s]† = H[s]A[s]† (2.41)

が成り立つ．これらから，固有函数は，適当な係数を掛けて，

ψ[s+1]
n (x) = A[s]ψ

[s]
n+1(x) , (2.42)

ψ
[s]
n+1(x) =

1

En+s+1 − Es
A[s]†ψ[s+1]

n (x) (2.43)
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で結びつけられる．固有函数系 {ψ[s]
n (x)}のノルムは，(

ψ[s]
n , ψ

[s]
m

)
= (En+s − Es−1) ·

(
ψ

[s−1]
n+1 , ψ

[s−1]
m+1

)
= · · ·

=
s∏

j=1

(En+s − Ej−1) ·
(
ψ

[0]
n+s, ψ

[0]
m+s

)
(2.44)

と計算される．
ハミルトニアンH[s]や固有函数 ψ

[s]
n (x)をロンスキアンを用いて書き表すと，

H[s] = H[s−1] − 2ℏ2
d2

dx2
ln
∣∣ψ[s−1]

0 (x)
∣∣ = · · · = H[0] − 2ℏ2

d2

dx2
ln
∣∣∣W [

ψ
[0]
0 , ψ

[0]
1 , . . . , ψ

[0]
s−1

]
(x)
∣∣∣ ,

(2.45)

ψ[s]
n (x) =

W
[
ψ

[s−1]
0 , ψ

[s−1]
n+1

]
(x)

ψ
[s−1]
0 (x)

= · · · =
W
[
ψ

[0]
0 , ψ

[0]
1 , . . . , ψ

[0]
s−1, ψ

[0]
n

]
(x)

W
[
ψ

[0]
0 , ψ

[0]
1 , . . . , ψ

[0]
s−1

]
(x)

(2.46)

となる．途中計算には，ロンスキアンの諸公式 (A.2)–(A.4)を用いている．ロンスキアンを用
いたこれらの表式は，4.2節でこのハミルトニアンの構成法に関する一般論の議論をする際に，
有用である．
尚，H[0] ↔ H[1] ↔ H[2] ↔ · · · の変換は，多重超対称変換（多重 SUSY変換）あるいは多重

Darboux–Crum変換とよばれる．

2.4.2 Crumの定理

以上を纏めると，次の定理が得られる：

Crumの定理 [20]．与えられたハミルトニアンH ≡ H[0]に対して，その離散固有値と同
じ数だけパートナーのハミルトニアンH[1], H[2], . . .が存在する．これらは，元のハミルト
ニアンH[0]と等スペクトルで，H[j] H[j+1]の固有函数たちは，A[j], A[j]†で関係付けられ
ている．

この定理から，量子力学の可解性について，次のことがいえる：

• 元のハミルトニアンのエネルギー固有値と固有函数が全て求まっているとき，パートナー
のハミルトニアンたちH[j]のエネルギー固有値と固有函数も全て求めることができる．

• 全ての j に対して，A[j]ψ
[j]
0 (x) = 0を解くことで求められるH[j]の基底状態の固有函数

ψ
[j]
0 (x)が求まるとき，元のハミルトニアンのエネルギー固有値と固有函数を全て求める
ことができる．

前者は，1つの可解系からその離散固有値の個数と同じ数だけの可解系が構成できることを意
味している．また，後者は，元のハミルトニアンH[0]の固有値問題を解くための手段を提示し
ていて，その特殊な場合として，次節で扱う形状不変性をもつ系を含んでいる．これらのCrum

の定理の状況は，図 2.2のように表される．
既に述べているように，ハミルトニアンを因子化することは，原理的には常に可能である．
従って，Crumの定理の構造，即ち図 2.2に示されているような構造は，1次元量子力学系が一
般にもつ構造である．
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図 2.2 Crumの定理の状況．これは，1次元量子力学系の一般的構造をも表している．

2.5 形状不変性
形状不変性のより詳しい解説は，次章の主題である．本節では，それに向けた導入を行う．

2.5.1節では，まず，形状不変性の考えやCrumの定理との関連を述べる．また，2.5.2節では，
この形状不変性がいかに重要であるかを強調し，2.5.3節において，関連の SWKB条件を導入
する．尚，SWKB条件に対する詳しい考察は，5章の主題であり，本論文の独自な部分のひと
つである．

2.5.1 形状不変性の定義とその構造

前節までの議論を踏まえると，あるハミルトニアンの固有値問題を解くためには，その固有
値の数の分だけの状態が求まってる必要がある．本節では，どれかひとつの状態が求まれば，
あとは系の縮退構造を用いて，残りの全ての固有状態が求まるようなハミルトニアンの固有値
問題を考えたい．そのようなハミルトニアンには，どのような条件を課されているのだろうか．
最も簡単な場合として，図 2.1の {H−,H+}に，図 2.3のような“斜めの対応関係”が付いてい
るような場合が考えられる．この“斜めの対応関係”に，系のパラメータ aについて a→ f(a)

と置き換える，という対応関係を採用したとき，この系は形状不変 (shape invariant) である，
または形状不変性 (shape invariance) をもつ，という [13]．f(a)は aの適当な函数で，しばし
ば f(a) = a+1である．波動函数に，パラメータの依存性を明示的にかけば，この対応関係は，

ψ(+)
n (x; a) = ψ(−)

n (x; f(a)) (2.47)

と表される．このような対応関係が付くためには，パートナーのハミルトニアン（即ちポテン
シャル）同士が，定数分の差を除いて同じ函数形をもち，

− ℏ2
d2

dx2
+W (x; a)2 + ℏ

dW (x; a)

dx
= −ℏ2 d2

dx2
+W (x; f(a))2 − ℏ

dW (x; f(a))

dx
+R(a) (2.48)
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図 2.3 量子力学における超対称性の構造と形状不変性．

となっていればよい．スーパーポテンシャルW (x)のパラメータ依存性を明示的にW (x; a)な
どと表した．式 (2.48)は形状不変性の定義で，上述のように固有値問題が解けるためにハミル
トニアンに課される条件式である．尚，R(a)はパラメータ aの適当な函数であり，両者の基底
状態のエネルギー差，即ちH−の基底状態と第 1励起状態とのエネルギー差に相当する．
図 2.3を見ると分かるように，ひとつの状態が解析的に求まっていれば，パラメータの変更：

a→ f(a)や演算子A, A†を用いることによって，残りの全ての状態も解析的に求めることがで
きる．はじめに求まっている状態は，しばしば，H−の基底状態 (2.11)である．
このように，形状不変性をもつ系は，可解系のひとつである．そして，これは，Crumの定
理からいえる 2番目のことの特殊な場合になっている．このことは，次のようにして確かめら
れる．H− ≡ H[0]とH+ ≡ H[1]とが，パラメータの変更 a→ f(a)と定数分の差を除いて，全く
同じ形で書かれることから，2.4節の方法で構成されるパートナーのハミルトニアンたちH[2],

H[3], . . .の間にも，式 (2.48)と同様の関係が常に成り立っている．即ち，H[j]とH[j+1]との間に，

− ℏ2
d2

dx2
+W (x; f j(a))2 + ℏ

dW (x; f j(a))

dx

= −ℏ2 d2

dx2
+W (x; f j+1(a))2 − ℏ

dW (x; f j+1(a))

dx
+

j∑
i=0

R(f i(a))
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が成り立っている註8．どのパートナーのハミルトニアンH[j]に対しても，その基底状態波動函
数はA[j]ψ

[j]
0 (x) = 0を解くことで求められ，解は，

ψ
[j]
0 (x; a) ∝ ψ

[0]
0 (x; f j(a))

である．

2.5.2 可解性の中心的概念としての形状不変性

この形状不変性をもつ系の具体例を，表 2.1に示す．表 2.1には，学部レヴェルの量子力学
で扱われるポテンシャルの多くが含まれている．例えば，1次元調和振動子やCoulombポテン
シャルは馴染み深いものであり，古くから研究されてきたものでもある．また，Pöschl–Teller

ポテンシャルとRosen–Morseポテンシャルとは，それぞれ無限井戸型ポテンシャルと自由粒子
の場合の超対称パートナーのポテンシャルである．形状不変性は可解性の十分条件に過ぎない
ものの，このように有名な可解系が悉く持ち合わせている性質であるということから，これを
元手に可解性の議論ができるという意味において非常に重要で，可解性の中心的な概念である
といえる．
更に，あるときは種々の可解系が形状不変系を変形して得られ，またあるときには種々の可
解系に含まれるパラメータの適当な極限をとることで形状不変系に到達する．この意味でも，
形状不変性が可解性の中心的な概念であることが分かる．尚，形状不変な系から新しい可解系
を構成する手法は，4章で紹介する．

表 2.1 形状不変性をもつ系のリスト（一部）

ポテンシャル W (x) V (x)

1次元調和振動子 ωx ω2x2 − ℏω

動径振動子 ωx− ℏg
x

ω2x2 +
ℏ2g(g − 1)

x2
− ℏω(2g + 1)

Pöschl–Tellerポテンシャル −ℏ(g cotx− h tanx) ℏ2g(g − 1)

sin2 x
+

ℏ2h(h− 1)

cos2 x
− ℏ2(g + h)2

Coulombポテンシャル
e2

2ℏg
− ℏg

x

ℏ2g(g − 1)

x2
− e2

x
+

e4

4ℏ2g2

超球面空間におけるKepler問題
ℏµ
g
− ℏg cotx

ℏ2g(g − 1)

sin2 x
− 2ℏ2µ cotx+ ℏ2µ2

g2
− ℏ2g2

Morseポテンシャル ℏ(µex − h) ℏ2µ2e2x − ℏ2µ(2h+ 1)ex + ℏ2h2

Rosen–Morseポテンシャル
ℏµ
h

+ ℏh tanhx −ℏ2h(h+ 1)

cosh2 x
+ 2ℏ2µ tanhx+ ℏ2h2 +

ℏ2µ2

h2

双曲的対称こま II
ℏµ

coshx
+ ℏh tanhx

−ℏ2h(h+ 1) + ℏ2µ2 + ℏ2µ(2h+ 1) sinh x

cosh2 x
+ ℏ2h2

Eckartポテンシャル
ℏµ
g

+ ℏg cothx
ℏ2g(g − 1)

sinh2 x
− 2ℏ2µ cothx+ ℏ2g2 +

ℏ2µ2

g2

双曲的 Pöschl–Tellerポテンシャル −ℏ(g cothx− h tanhx) ℏ2g(g − 1)

sinh2 x
− ℏ2h(h+ 1)

cosh2 x
+ ℏ2(h− g)2

註8記号 f j(a)は，次の意味で用いられる：

f j(a) := f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
j 個

(a) .

他方，W (x)2 は，[W (x)]
2 の意味である．
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2.5.3 形状不変性と等価だと考えられてきた条件式

ここで，本論文の主題のひとつである SWKB (supersymetric WKB) 量子化条件（または，
SWKB条件）[22]を紹介する．この条件は，長い間，形状不変性と等価だと考えられてきたも
ので， ∫ aR

aL

√
En −W (x)2 dx = nπℏ , n ∈ Z⩾0 , (2.49)

と書き表される．ただし，aL < aRは，xについての方程式W (x)2 = Enの 2解である．
初めに述べた通り，この条件式に詳しい考察を与えることは第 5章の主題であり，本論文の
主要な部分をなす．従って，ここではその条件式の紹介に留め，詳細な説明は 5章に譲る．

2.6 d次元空間での中心力問題とN体問題での“中心力問題”
本節では，簡単のために，ℏ = 1の単位系を採用することにする．以下では，d次元空間での
中心力問題やN 体問題での“中心力問題”が，解ける量子力学の枠組みに適合することをみて
ゆく．具体的には，空間次元を上げたり少数多体問題を考えたりしても，1次元の 1体問題と
同様にハミルトニアンは因子化され得る，ということを計算によって示してゆく．

2.6.1 d次元空間での中心力問題における解ける量子力学

d次元空間での中心力問題に対する Schrödinger方程式の動径成分は，[
− ∂2

∂r2
− d− 1

r

∂

∂r
+
ℓ(ℓ+N − 2)

r2
+ V (r)

]
R(r) = ER(r) (2.50)

と書かれる．ここで，d次元空間の直交座標系を (x1, x2, . . . , xd)として r :=
√
x21 + x22 + · · ·+ x2d

であり，ℓは軌道角運動量の量子数を表す．また，R(r)は動径波動函数である．R(r) = r−(d−1)/2ψ(x)

とすると，Schrödinger方程式 (2.50)は，[
− d2

dr2
+

(
ℓ+ d−3

2

) (
ℓ+ d−3

2
+ 1
)

r2
+ V (r)

]
ψ(r) = Eψ(r) . (2.51)

となる．
式 (2.51)の [•]内は，前節までのハミルトニアンに相当する．[•]部分は，

− d2

dr2
+

(
ℓ+ d−1

2

) (
ℓ+ d−3

2

)
r2

+ V (r)

=

(
− d

dr
+
ℓ+ d−3

2

r
+ W̃ (r)

)(
d

dr
+
ℓ+ d−3

2

r
+ W̃ (r)

)
(2.52)

と因子化され得る．従って，d次元空間での中心力問題は，解ける量子力学の定式化によく合
うことが分かる．

24 第 2章 解ける量子力学（超対称量子力学）



2.6.2 N体問題での“中心力問題”における解ける量子力学

N 体の“中心力問題”に対する Schrödinger方程式のハイパー動径註9成分は，[
− ∂2

∂x2
− 3N − 4

x

∂

∂x
+
γ(γ + 3N − 5)

x2
+ V (x)

]
X(x) = EX(x) (2.53)

と書かれる．ここで，xはハイパー動径で，γはハイパー軌道角運動量の量子数である．また，
X(x)はハイパー動径波動函数である．X(x) = x−(3N−4)/2ψ(x)とすると，Schrödinger方程式
(2.53)は， [

− d2

dx2
+
γ(γ + 3N − 5) + (3N−4)(3N−6)

4

x2
+ V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x) . (2.54)

となる．
式 (2.54)の [•]内は，ハミルトニアンに相当する．

γ(γ + 3N − 5) +
(3N − 4)(3N − 6)

4
=

(
γ +

3N − 6

2

)(
γ +

3N − 6

2
+ 1

)
と変形できることから，[•]部分は，

− d2

dx2
+
γ(γ + 3N − 5) + (3N−4)(3N−6)

4

x2
+ V (x)

=

(
− d

dx
+
γ + 3N−6

2

x
+ W̃ (x)

)(
d

dx
+
γ + 3N−6

2

x
+ W̃ (x)

)
(2.55)

と因子化され得る．従って，N 体の“中心力問題”もまた，解ける量子力学の定式化によく合
うことが分かる．N = 2の場合は，3.2節の例に含まれる，所謂「Coulombポテンシャル」の
場合が代表的な例題である．このとき，xは相対座標で，γは軌道角運動量 ℓである．Coulomb

問題は，解ける量子力学の枠組みでも解かれることが知られている．N = 3の場合については，
6.3節で，xの定義も含めて，扱うことにする．N ⩾ 4の場合は，附録 E.4を参照のこと．

註9 “hyperradius”の訳語である．この一般的な定義は，E.4.2節で行う．数学用語としての “hyper”はしばしば
「超」と訳される．しかし，これでは「超対称性 (supersymmetry)」を表す「超」と混同しかねない．何か別の漢
字を当てることも考えられるが，それでは原義が取りづらくなってしまう可能性が高いので，本論文では「ハイ
パー」と表記をすることにする．ただし，“hypersphere”には「超球・超球面」との定訳があり，これを採用する．
かつて我が国では，“energy”や “potential”を「勢力」などと訳していた時代があった．現代社会で頻繁に見受け
られるように不用意にカタカナ語を用いることはみっともないことだと感じるが，何が何でもカタカナ語を排除
してしまおうとするのも滑稽なものである．ただ，日本語訳されていないカタカナ語を漢字で置き換える努力を
することは，その概念を深く理解する上で有益なことだとも思われる．「勢力」という熟語からは，当時の日本人
たちのそのような努力が感じ取られる．
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第3章

形状不変性

本章では，2.5節で導入した形状不変性に対して，より詳細な解説を与える．本章の構成は，以下の
通り．3.1節では，形状不変性に対する一般論を述べる．続く 3.2節では，形状不変系の例として，文
献 [50]にある全ての形状不変系を挙げ，それらの固有値と固有函数を示している．本論文のように，
形状不変系のリストを，ℏを明示的に（しかも正確に）記している文献は，他にない．3.3節では，こ
れらの形状不変系に対して，その代数構造を議論する．本章の最後に当たる 3.4節では，3.2節で扱わ
なかった形状不変系を紹介している．

3.1 一般論
2.5.1節で述べたように，超対称パートナーのハミルトニアンが，

− ℏ2
d2

dx2
+W (x; a)2 + ℏ

dW (x; a)

dx
= −ℏ2 d2

dx2
+W (x; f(a))2 − ℏ

dW (x; f(a))

dx
+R(a) (2.48)

を満たすとき，この系は形状不変で (shape invariant)ある，または形状不変性 (shape invariance)

をもつ，という．一般に，系が形状不変性をもつか否かは，その系が式 (2.48)を満たすかどう
かを調べればよい．
形状不変性をもつ系（以下では簡単に形状不変系とよぶ）：

H[0] = −ℏ2 d2

dx2
+W (x; a)2 − ℏ

dW (x; a)

dx
,

では，Crumの定理と併せて考えることで，j番目のハミルトニアンH[j]が

H[j] + Ej = −ℏ2
d2

dx2
+W (x; f j(a))2 − ℏ

dW (x; f j(a))

dx
+

j−1∑
i=0

R(f i(a)) (3.1)

と書かれることが分かる．従って，形状不変系H[0]の固有値と固有函数は，n ⩾ 1に対して，

固有値： En =
n−1∑
i=0

R(f i(a)) (3.2)

固有函数： ϕn(x) = NnA[1]†A[2]† · · · A[n−1]†ϕ0(x) ≡ Nn

(
n−1∏
i=0

A[i]†

)
ϕ0(x) (3.3)

である．尚，式 (3.3)は，古典直交多項式のRodriguesの公式 (A.13), (A.18), (A.22)に対応する．
また，形状不変系におけるH[j] → H[j+1]の変換を，特に形状不変変換とよぶことがある．
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3.2 例
2.5.1節で述べた通り，形状不変系では，ある固有状態が求まれば，全ての固有状態が計算さ
れる．本節では基底状態波動函数 ϕ0(x)が既知だとして，これを起点に議論を進めてゆく．具
体的には，ϕ0(x)を用いて，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャル V−(x)を構成し，式
(3.2)を用いてエネルギー Enを計算する．更に，これらを満たす Schrödnger方程式を書き下し，
固有函数 ϕn(x)を求める，という手順である．本節では，文献 [50]に挙げられているものを全
て取り上げた．

3.2.1 1次元調和振動子

1次元調和振動子の基底状態波動函数 ϕ0(x)は，角振動数 ωを用いて，

ϕ0(x) = e−
ωx2

2ℏ , x ∈ (−∞,∞) (3.4)

と表される．このとき，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャルと V−(x)とは，それぞれ

W (x) ≡ −ℏ d

dx
lnϕ0(x) = ωx , (3.5)

V−(x) ≡ ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnϕ0(x)

]
= ω2x2 − ℏω , (3.6)

と書かれる．他方，超対称パートナーのポテンシャル V+(x)は，

V+(x) = ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

− d2

dx2
lnϕ0(x)

]
= ω2x2 + ℏω (3.7)

と書かれる．式 (2.48)から，形状不変変換において変更されるパラメータは存在しない．また，
式 (3.2)と併せて，エネルギー Enは，

En = 2nℏω ≡ E (H)
n (3.8)

である．この系は，無限個の離散固有値をもつ．以上から，Schrödinger方程式は，(
−ℏ2 d2

dx2
+ ω2x2 − ℏω

)
ϕn(x) = 2nℏωϕn(x) (3.9)

であり，x→ ξ ≡
√
ω/ℏxなる変数変換を行えば，

ℏω
(
− d2

dξ2
+ ξ2 − 1− 2n

)
ϕ̌n(ξ) = 0 , (3.10)

を得る．式 (3.10)は，ℏ = ω = 1なる単位系での Schrödinger方程式に他ならない．式 (3.10)の
微分方程式を解くことで，固有函数は，

ϕ̌n(ξ) = e−
ξ2

2 Hn(ξ)

= ϕn(x) = e−
ωx2

2ℏ Hn

(√
ω

ℏ
x

)
≡ ϕ(H)

n (x) (3.11)

と分かる．尚，1次元調和振動子の基底状態波動函数 ϕ
(H)
0 (x)の 2乗は，Hermite多項式系の重

み函数に等しい．
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3.2.2 動径振動子

動径振動子の基底状態波動函数 ϕ0(x)は，角振動数 ωとパラメータ g > 1/2とを用いて，

ϕ0(x) = e−
ωx2

2ℏ xg , x ∈ [0,∞) (3.12)

と表される．このとき，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャル V−(x)とは，それぞれ

W (x) ≡ −ℏ d

dx
lnϕ0(x) = ωx− ℏg

x
, (3.13)

V−(x) ≡ ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnϕ0(x)

]
= ω2x2 +

ℏ2g(g − 1)

x2
− ℏω(2g + 1) , (3.14)

と書かれる．他方，超対称パートナーのポテンシャル V+(x)は，

V+(x) = ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

− d2

dx2
lnϕ0(x)

]
= ω2x2 +

ℏ2g(g + 1)

x2
− ℏω(2g − 1) (3.15)

と書かれる．式 (2.48)から，パラメータ g は，形状不変変換において，g → g + 1のように変
換される．また，式 (3.2)と併せて，エネルギー Enは，

En = 4nℏω ≡ E (L)n (3.16)

である．この系は，無限個の離散固有値をもつ．以上から，Schrödinger方程式は，(
−ℏ2 d2

dx2
+ ω2x2 +

ℏ2g(g − 1)

x2
− ℏω(2g + 1)

)
ϕn(x) = 4nℏωϕn(x) (3.17)

であり，x→ ξ ≡
√
ω/ℏxなる変数変換を行えば，

ℏω
(
− d2

dξ2
+ ξ2 +

g(g − 1)

ξ2
− 2g − 1− 4n

)
ϕ̌n(ξ) = 0 (3.18)

を得る．式 (3.18)は，ℏ = ω = 1なる単位系での Schrödinger方程式に他ならない．式 (3.18)の
微分方程式を解くことで，固有函数は，

ϕ̌n(ξ) = e−
ξ2

2 ξgL(g−1/2)
n (ξ2)

= ϕn(x) = e−
ωx2

2ℏ

(√
ω

ℏ
x

)g

L(g−1/2)
n

(ω
ℏ
x2
)
≡ ϕ(L)

n (x) (3.19)

と分かる．尚，動径振動子の基底状態波動函数 ϕ
(L)
0 (x)の 2乗は，Laguerre多項式系の重み函数

に等しい．

3.2.3 Pöschl–Tellerポテンシャル

Pöschl–Tellerポテンシャルの基底状態波動函数 ϕ0(x)は，パラメータ g, h > 1/2を用いて，

ϕ0(x) = (sin x)g(cosx)h , x ∈
(
0,
π

2

)
(3.20)
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と表される．このとき，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャル V−(x)とは，それぞれ

W (x) ≡ −ℏ d

dx
lnϕ0(x) = −ℏ(g cotx− h tanx) , (3.21)

V−(x) ≡ ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnϕ0(x)

]
=

ℏ2g(g − 1)

sin2 x
+

ℏ2h(h− 1)

cos2 x
− ℏ2(g + h)2 ,

(3.22)

と書かれる．他方，超対称パートナーのポテンシャル V+(x)は，

V+(x) = ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

− d2

dx2
lnϕ0(x)

]
=

ℏ2g(g + 1)

sin2 x
+

ℏ2h(h+ 1)

cos2 x
− ℏ2(g + h)2 (3.23)

と書かれる．式 (2.48)から，パラメータ g, h は，形状不変変換において，g → g+1, h→ h+1

のように変換される．また，式 (2.48)と併せて，エネルギー Enは，

En = 4ℏ2n(n+ g + h) ≡ E (J)n (3.24)

である．この系は，無限個の離散固有値をもつ．以上から，Schrödinger方程式は，(
−ℏ2 d2

dx2
+

ℏ2g(g − 1)

sin2 x
+

ℏ2h(h− 1)

cos2 x
− ℏ2(g + h)2

)
ϕn(x) = 4ℏ2n(n+ g + h)ϕn(x) (3.25)

であり，

ℏ2
(
− d2

dx2
+
g(g − 1)

sin2 x
+
h(h− 1)

cos2 x
− (g + h)2 − 4n(n+ g + h)

)
ϕn(x) = 0 (3.26)

と変形される．式 (3.26)は，ℏ = 1なる単位系での Schrödinger方程式に他ならない．式 (3.26)

の微分方程式を解くことで，固有函数は，

ϕn(x) = (sin x)g(cosx)hP (g−1/2,h−1/2)
n (cos 2x) ≡ ϕ(J)

n (x) (3.27)

と分かる．尚，Pöschl–Tellerポテンシャルの基底状態波動函数 ϕ
(J)
0 (x)の 2乗は，Jacobi多項式

系の重み函数に等しい．

3.2.4 その他の形状不変系

■ 1

sin2 x
ポテンシャル

1

sin2 x
ポテンシャルの基底状態波動函数 ϕ0(x)は，パラメータ g > 1/2を用いて，

ϕ0(x) = (sin x)g , x ∈ (0, π) (3.28)

と表される．このとき，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャル V−(x)とは，それぞれ

W (x) ≡ −ℏ d

dx
lnϕ0(x) = −ℏg cotx , (3.29)

V−(x) ≡ ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnϕ0(x)

]
=

ℏ2g(g − 1)

sin2 x
− ℏ2g2 , (3.30)
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と書かれる．式 (2.48)から，パラメータ gは，形状不変変換において，g → g + 1のように変
換される．また，式 (3.2)と併せて，エネルギー Enは，

En = ℏ2n(n+ 2g) (3.31)

である．この系は，無限個の離散固有値をもつ．以上から，Schrödinger方程式は，(
−ℏ2 d2

dx2
+

ℏ2g(g − 1)

sin2 x
− ℏ2g2

)
ϕn(x) = ℏ2n(n+ 2g)ϕn(x) (3.32)

であり，

ℏ2
(
− d2

dx2
+
g(g − 1)

sin2 x
− g2 − n(n+ 2g)

)
ϕn(x) = 0 (3.33)

と変形される．式 (3.33)は，ℏ = 1なる単位系での Schrödinger方程式に他ならない．式 (3.33)

の微分方程式を解くことで，固有函数は，

ϕn(x) = (sin x)gP (g−1/2,g−1/2)
n (cosx) (3.34)

と分かる．

■ Coulombポテンシャル

Coulombポテンシャルの基底状態波動函数 ϕ0(x)は，素電荷 eとパラメータ g > 1/2とを用
いて，

ϕ0(x) = e
− e2x

2ℏ2gxg , x ∈ [0,∞) (3.35)

と表される．このとき，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャル V−(x)とは，それぞれ

W (x) ≡ −ℏ d

dx
lnϕ0(x) =

e2

2ℏg
− ℏg

x
, (3.36)

V−(x) ≡ ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnϕ0(x)

]
=

ℏ2g(g − 1)

x2
− e2

x
+

e4

4ℏ2g2
, (3.37)

と書かれる．式 (2.48)から，パラメータ gは，形状不変変換において，g → g + 1のように変
換される．また，式 (3.2)と併せて，エネルギー Enは，

En =
e4

4ℏ2g2
− e4

4ℏ2(g + n)2
(3.38)

である．この系は，無限個の離散固有値をもつ．以上から，Schrödinger方程式は，(
−ℏ2 d2

dx2
+

ℏ2g(g − 1)

x2
− e2

x
+

e4

4ℏ2g2

)
ϕn(x) =

(
e4

4ℏ2g2
− e4

4ℏ2(g + n)2

)
ϕn(x) (3.39)

であり，x→ ξ ≡ e2

2ℏ2
xなる変数変換を行えば，

e4

4ℏ2

(
− d2

dξ2
+
g(g − 1)

ξ2
− 2

ξ
+

1

(g + n)2

)
ϕ̌n(ξ) = 0 (3.40)
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を得る．式 (3.40)は，ℏ = 1, e2 = 2なる単位系での Schrödinger方程式に他ならない．式 (3.40)

の微分方程式を解くことで，，固有函数は，

ϕ̌n(ξ) = e−
ξ

g+n ξgL(2g−1)
n

(
2

g + n
ξ

)
= ϕn(x) = e

− e2x
2ℏ2(g+n)

(
e2

2ℏ2
x

)g

L(2g−1)
n

(
e2

ℏ2(g + n)
x

)
(3.41)

と分かる．

■ 超球面空間におけるKepler問題

超球面空間におけるKepler問題の基底状態波動函数 ϕ0(x)は，パラメータ g > 3/2, µ > 0を
用いて，

ϕ0(x) = e−
µ
g
x(sinx)g , x ∈ (0, π) (3.42)

と表される．このとき，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャル V−(x)とは，それぞれ

W (x) ≡ −ℏ d

dx
lnϕ0(x) =

ℏµ
g
− ℏg cotx , (3.43)

V−(x) ≡ ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnϕ0(x)

]
=

ℏ2g(g − 1)

sin2 x
− 2ℏ2µ cotx+

ℏ2µ2

g2
− ℏ2g2 ,

(3.44)

と書かれる．式 (2.48)から，パラメータ gは，形状不変変換において，g → g + 1のように変
換される．また，式 (3.2)と併せて，エネルギー Enは，

En =
ℏ2µ2

g2
− ℏ2µ2

(g + n)2
− ℏ2g2 + ℏ2(g + n)2 (3.45)

である．この系は，無限個の離散固有値をもつ．以上から，Schrödinger方程式は，(
−ℏ2 d2

dx2
+

ℏ2g(g − 1)

sin2 x
− 2ℏ2µ cotx+

ℏ2µ2

g2
− ℏ2g2

)
ϕn(x)

=

(
ℏ2µ2

g2
− ℏ2µ2

(g + n)2
− ℏ2g2 + ℏ2(g + n)2

)
ϕn(x) (3.46)

であり，

ℏ2
(
− d2

dx2
+
g(g − 1)

sin2 x
− 2µ cotx+

µ2

(g + n)2
− (g + n)2

)
ϕn(x) = 0 (3.47)

と変形される．式 (3.47)は，ℏ = 1なる単位系での Schrödinger方程式に他ならない．式 (3.47)

の微分方程式を解くことで，固有函数は，

ϕn(x) = e−
µ

g+n
x(sinx)g+n(i−n)P (αn,βn)

n (i cot x) , (3.48)

αn ≡ −g − n+ i
µ

g + n
, βn ≡ −g − n− i

µ

g + n

と分かる．
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■ Morseポテンシャル

Morseポテンシャルの基底状態波動函数 ϕ0(x)は，パラメータ h, µ > 0を用いて，

ϕ0(x) = ehx−µex , x ∈ (−∞,∞) (3.49)

と書かれる．このとき，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャル V−(x)とは，それぞれ

W (x) ≡ −ℏ d

dx
lnϕ0(x) = ℏ(µex − h) , (3.50)

V−(x) ≡ ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnϕ0(x)

]
= ℏ2µ2e2x − ℏ2µ(2h+ 1)ex + ℏ2h2 , (3.51)

と書かれる．式 (2.48)から，パラメータ hは，形状不変変換において，h→ h− 1のように変
換される．また，式 (3.2)と併せて，エネルギー Enは，

En = 2ℏ2nh− ℏ2n2 (3.52)

である．この系は，有限個の離散固有値：0 ⩽ n ⩽ ⌊h⌋をもつ．以上から，Schrödinger方程
式は， (

−ℏ2 d2

dx2
ℏ2µ2e2x − ℏ2µ(2h+ 1)ex + ℏ2h2

)
ϕn(x) = (2ℏ2nh− ℏ2n2)ϕn(x) (3.53)

であり，

ℏ2
(
− d2

dx2
+ µ2e2x − µ(2h+ 1)ex + h2 − 2nh+ n2

)
ϕn(x) = 0 , (3.54)

と変形される．式 (3.54)は，ℏ = 1なる単位系での Schrödinger方程式に他ならない．式 (3.54)

の微分方程式を解くことで，固有函数は，

ϕn(x) = ehx−µex(2µex)−nL(2h−2n)
n (2µex) (3.55)

と分かる．

■ 1

cosh2 x
（ソリトン）ポテンシャル

1

cosh2 x
（ソリトン）ポテンシャルの基底状態波動函数ϕ0(x)は，パラメータh > 1/2を用いて，

ϕ0(x) = (cosh x)−h , x ∈ (−∞,∞) (3.56)

と書かれる．このとき，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャル V−(x)とは，それぞれ

W (x) ≡ −ℏ d

dx
lnϕ0(x) = ℏh tanhx , (3.57)

V−(x) ≡ ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnϕ0(x)

]
= −ℏ2h(h+ 1)

cosh2 x
+ ℏ2h2 , (3.58)
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と書かれる．式 (2.48)から，パラメータ hは，形状不変変換において，h→ h− 1のように変
換される．また，式 (3.2)と併せて，エネルギー Enは，

En = 2ℏ2nh− ℏ2n2 (3.59)

である．この系は，有限個の離散固有値：0 ⩽ n ⩽ ⌊h⌋をもつ．以上から，Schrödinger方程
式は， (

−ℏ2 d2

dx2
− ℏ2h(h+ 1)

cosh2 x
+ ℏ2h2

)
ϕn(x) = (2ℏ2nh− ℏ2n2)ϕn(x) (3.60)

であり，

ℏ2
(
− d2

dx2
− h(h+ 1)

cosh2 x
+ h2 − 2nh+ n2

)
ϕn(x) = 0 (3.61)

と変形される．式 (3.61)は，ℏ = 1なる単位系での Schrödinger方程式に他ならない．式 (3.61)

の微分方程式を解くことで，固有函数は，

ϕn(x) = (cosh x)n−hP (h−n,h−n)
n (tanhx) (3.62)

と分かる．

■ Rosen–Morseポテンシャル

Rosen–Morseポテンシャルの基底状態波動函数 ϕ0(x)は，パラメータ h, µ (h >
√
µ > 0)を

用いて，
ϕ0(x) = e−

µ
h
x(coshx)−h , x ∈ (−∞,∞) (3.63)

と書かれる．このとき，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャル V−(x)とは，それぞれ

W (x) ≡ −ℏ d

dx
lnϕ0(x) =

ℏµ
h

+ ℏh tanhx , (3.64)

V−(x) ≡ ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnϕ0(x)

]
= −ℏ2h(h+ 1)

cosh2 x
+ 2ℏ2µ tanhx+ ℏ2h2 +

ℏ2µ2

h2
,

(3.65)

と書かれる．式 (2.48)から，パラメータ hは，形状不変変換において，h→ h− 1のように変
換される．また，式 (3.2)と併せて，エネルギー Enは，

En = ℏ2h2 − ℏ2(h− n)2 + ℏ2µ2

h2
− ℏ2µ2

(h− n)2
(3.66)

である．この系は，有限個の離散固有値：0 ⩽ n ⩽ ⌊h⌋をもつ．以上から，Schrödinger方程
式は，(
−ℏ2 d2

dx2
− ℏ2h(h+ 1)

cosh2 x
+ 2ℏ2µ tanhx+ ℏ2h2 +

ℏ2µ2

h2

)
ϕn(x) ,

=

(
ℏ2h2 − ℏ2(h− n)2 + ℏ2µ2

h2
− ℏ2µ2

(h− n)2

)
ϕn(x) (3.67)
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であり，

ℏ2
(
− d2

dx2
− h(h+ 1)

cosh2 x
+ 2µ tanhx+ (h− n)2 + µ2

(h− n)2

)
ϕn(x) = 0 (3.68)

と変形される．式 (3.68)は，ℏ = 1なる単位系での Schrödinger方程式に他ならない．式 (3.68)

の微分方程式を解くことで，固有函数は，

ϕn(x) = e−
µ

h−n
x(coshx)n−hP (αn,βn)

n (tanhx) (3.69)

αn ≡ h− n+
µ

h− n
, βn ≡ h− n− µ

h− n

と分かる．

■ 双曲的対称こま II

双曲的対称こま IIの基底状態波動函数 ϕ0(x)は，パラメータ h, µ > 0を用いて，

ϕ0(x) = e−µ tan−1 sinhx(coshx)−h , x ∈ (−∞,∞) (3.70)

と書かれる．このとき，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャル V−(x)とは，それぞれ

W (x) ≡ −ℏ d

dx
lnϕ0(x) =

ℏµ
coshx

+ ℏh tanhx , (3.71)

V−(x) ≡ ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnϕ0(x)

]

=
−ℏ2h(h+ 1) + ℏ2µ2 + ℏ2µ(2h+ 1) sinh x

cosh2 x
+ ℏ2h2 , (3.72)

と書かれる．式 (2.48)から，パラメータ hは，形状不変変換において，h→ h− 1のように変
換される．また，式 (3.2)と併せて，エネルギー Enは，

En = 2ℏ2nh− ℏ2n2 (3.73)

である．この系は，有限個の離散固有値：0 ⩽ n ⩽ ⌊h⌋をもつ．以上から，Schrödinger方程
式は，(
−ℏ2 d2

dx2
+
−ℏ2h(h+ 1) + ℏ2µ2 + ℏ2µ(2h+ 1) sinh x

cosh2 x
+ ℏ2h2

)
ϕn(x) = (2ℏ2nh− ℏ2n2)ϕn(x)

(3.74)

であり，

ℏ2
(
− d2

dx2
+
−h(h+ 1) + µ2 + µ(2h+ 1) sinh x

cosh2 x
+ h2 − 2nh+ n2

)
ϕn(x) = 0 (3.75)

と変形される．式 (3.75)は，ℏ = 1なる単位系での Schrödinger方程式に他ならない．式 (3.75)

の微分方程式を解くことで，，固有函数は，

ϕn(x) = e−µ tan−1 sinhx(coshx)−h(i−n)P (α,β)
n (i sinh x) , (3.76)

α ≡ −h− 1

2
− iµ , β ≡ −h− 1

2
+ iµ

と分かる．
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■ Eckartポテンシャル

Eckartポテンシャルの基底状態波動函数ϕ0(x)は，パラメータ g, µ (
√
µ > g > 1/2)を用いて，

ϕ0(x) = e−
µ
g
x(sinhx)g , x ∈ (0,∞) (3.77)

と書かれる．このとき，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャル V−(x)とは，それぞれ

W (x) ≡ −ℏ d

dx
lnϕ0(x) =

ℏµ
g

+ ℏg cothx , (3.78)

V−(x) ≡ ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnϕ0(x)

]
=

ℏ2g(g − 1)

sinh2 x
− 2ℏ2µ cothx+ ℏ2g2 +

ℏ2µ2

g2
,

(3.79)

と書かれる．式 (2.48)から，パラメータ gは，形状不変変換において，g → g + 1のように変
換される．また，式 (3.2)と併せて，エネルギー Enは，

En = ℏ2g2 − ℏ2(g + n)2 +
ℏ2µ2

g2
− ℏ2µ2

(g + n)2
(3.80)

である．この系は，有限個の離散固有値：0 ⩽ n ⩽ ⌊√µ − g⌋をもつ．以上から，Schrödinger

方程式は，(
−ℏ2 d2

dx2
+

ℏ2g(g − 1)

sinh2 x
− 2ℏ2µ cothx+ ℏ2g2 +

ℏ2µ2

g2

)
ϕn(x)

=

(
ℏ2g2 − ℏ2(g + n)2 +

ℏ2µ2

g2
− ℏ2µ2

(g + n)2

)
ϕn(x) (3.81)

であり，

ℏ2
(
− d2

dx2
+
g(g − 1)

sinh2 x
− 2µ cothx+ (g + n)2 +

ℏ2µ2

(g + n)2

)
ϕn(x) = 0 (3.82)

と変形される．式 (3.82)は，ℏ = 1なる単位系での Schrödinger方程式に他ならない．式 (3.82)

の微分方程式を解くことで，固有函数は，

ϕn(x) = e−
µ

g+n
x(sinhx)g+nP (αn,βn)

n (cothx) , (3.83)

αn ≡ −g − n+
µ

g + n
, βn ≡ −g − n−

µ

g + n
(3.84)

と分かる．

■ 双曲的Pöschl–Tellerポテンシャル

双曲的Pöschl–Tellerポテンシャルの基底状態波動函数ϕ0(x)は，パラメータg, h (h > g > 1/2)

を用いて，
ϕ0(x) = (sinh x)g(coshx)−h , x ∈ (0,∞) (3.85)
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と書かれる．このとき，スーパーポテンシャルW (x)とポテンシャル V−(x)とは，それぞれ

W (x) ≡ −ℏ d

dx
lnϕ0(x) = −ℏ(g cothx− h tanhx) , (3.86)

V−(x) ≡ ℏ2
[(

d

dx
lnϕ0(x)

)2

+
d2

dx2
lnϕ0(x)

]
=

ℏ2g(g − 1)

sinh2 x
− ℏ2h(h+ 1)

cosh2 x
+ ℏ2(h− g)2 ,

(3.87)

と書かれる．式 (2.48)から，パラメータ g, hは，形状不変変換において，g → g+1, h→ h− 1

のように変換される．また，式 (3.2)と併せて，エネルギー Enは，

En = 4ℏ2n(h− g − n) (3.88)

である．この系は，有限個の離散固有値：0 ⩽ n ⩽
⌊
h− g
2

⌋
をもつ．以上から，Schrödinger方

程式は，(
−ℏ2 d2

dx2
+

ℏ2g(g − 1)

sinh2 x
− ℏ2h(h+ 1)

cosh2 x
+ ℏ2(h− g)2

)
ϕn(x) = 4ℏ2n(h− g − n)ϕn(x) (3.89)

であり，

ℏ2
(
− d2

dx2
+
g(g − 1)

sinh2 x
− h(h+ 1)

cosh2 x
+ (h− g)2 − 4n(h− g − n)

)
ϕn(x) = 0 (3.90)

と変形される．式 (3.90)は，ℏ = 1なる単位系での Schrödinger方程式に他ならない．式 (3.90)

の微分方程式を解くことで，固有函数は，

ϕn(x) = (sinh x)g(coshx)−hP (g−1/2,−h−1/2)
n (cosh 2x) (3.91)

と分かる．

3.3 形状不変系の代数構造
形状不変系には，特有の代数構造が存在する．形状不変系の可解性は，この代数構造によって
保証されている，といえる．その代数を用いて問題を解くことができるからだ．形状不変系の代
数構造に関する研究は，1993年の福井らによる仕事 [56]や，1997年以降のA. Gangopadhyaya

らによる仕事 [57, 58, 59, 60]などがある．
繰り返し述べているように，形状不変性は，可解性の中心的な概念である．そこで，形状不
変性の構造を詳しく調べることは，可解性そのものの理解においても，更には他の可解系の構
造を調べる上でも肝要である．本節では，まず 3.3.1節で形状不変系がもつ代数構造の一般論を
述べ，3.3.2節と 3.3.3節では，軌道角運動量の代数構造との対比において，特に 3.2節で挙げた
ような，f(a) = a+ dの場合の形状不変系に対してこの代数が実際にどう表現され得るかをみ
てゆく．
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3.3.1 一般論

T は，パラメータ aを含む函数 g(x; a)に作用して，そのパラメータを a → f(a)と変換する
演算を表すとする：

Tg(x; a) = g(x; f(a)) .

また，演算子 Ô(x; a)は，
T Ô(x; a)T−1 = Ô(x; f(a))

と変換される．ただし，T−1について，TT−1 = T−1T = 1であり，T−1g(x; f(a)) = g(x; a)で
ある．更に，T のHermite共軛 T †は，固有状態 |ϕ(x; a)⟩の左から T を作用させたもの：

T |ϕ(x; a)⟩ = |ϕ(x; f(a))⟩ ,

のHermite共軛をとることで，⟨ϕ(x; a)|T † = ⟨ϕ(x; f(a))|と作用することが分かる．
本小節では，形状不変性の条件式 (2.48)を

A(x; a)A†(x; a) = A†(x; f(a))A(x; f(a)) + R̃(f(a)) (3.92)

と書くことにする（R̃(f(a)) ≡ R(a)）．これは，演算子 T を用いて書けば，

A(x; a)A†(x; a) = T
[
A†(x; a)A(x; a) + R̃(a)

]
T−1 (3.93)

となる．
ここで，次のふたつの演算子を定義する註10：{

A+(x; a) := A†(x; a)T ,

A−(x; a) := T−1A(x; a) .
(3.94a)

(3.94b)

これらの演算子を用いれば，式 (2.48)は更に，

[A−(x; a),A+(x; a)] = R̃(a) (3.95)

という交換関係の形に書き換えられる．
2.4節と同様に，ハミルトニアンH[0], H[1], . . .を定義する：

H[0] := A+(x; a)A−(x; a) ,

H[1] := A−(x; f(a))A+(x; f(a)) = A+(x; f(a))A−(x; f(a)) + R̃(f(a))

...

H[n] := A−(x; f
n(a))A+(x; f

n(a)) +
n−1∑
i=1

R̃(f i(a))

= A+(x; f
n(a))A−(x; f

n(a)) +
n∑

i=1

R̃(f i(a)) . (3.96)

註10定義式から分かるように，A± は互いに Hermite共軛な演算子ではない．
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ハミルトニアンH[0]の固有値と固有函数は，まず基底状態に対して，

E0(a) = 0 , |ϕ0(x; a)⟩ ∝ exp

[
−
∫ x

W (x̄; a) dx̄

]
(3.97)

と書け，励起状態に対しては，

En(a) =
n∑

i=1

R̃(f i(a)) , |ϕn(x; a)⟩ ∝ [A+(x; a)]
n |ϕ0(x; a)⟩ (3.98)

=

[
n−1∏
k=1

A†(f i(a))

]
|ϕ0(x; f

i(a))⟩ .

である．ただし，

A(x; a) |ϕ0(x; a)⟩ = TA−(x; a) |ϕ0(x; a)⟩ = 0 ∴ A−(x; a) |ϕ0(x; a)⟩ = 0 , (3.99)

A−(x; f
j(a)) |ϕ0(x; f

j(a))⟩ = 0 (3.100)

である．式 (3.98)は，次のようにして，確認することができる：

H[0] |ϕn(x; a)⟩ = H[0] [A+(x; a)]
n |ϕ0(x; a)⟩

= [A+(x; a)]
nH[0] |ϕ0(x; a)⟩︸ ︷︷ ︸

=0

+
n∑

k=1

R̃(fk(a)) [A+(x; a)]
n |ϕ0(x; a)⟩

= En(a) [A+(x; a)]
n |ϕ0(x; a)⟩ . (3.101)

ただし，1行目から 2行目への変形では，交換関係：[
H[0], [A+(x; a)]

n] = n∑
i=1

R̃(f i(a)) [A+(x; a)]
n , (3.102)

を用いた．
以上で議論してきた，ハミルトニアンH[0], H[1], . . .のスペクトルと演算子A, T , A などの
作用を図示すると，図 3.1のようになる．

0 = E0

R̃(a) = E1

R̃(a) + R̃(f(a)) = E2

|ϕ0(x; a)⟩

|ϕ1(x; a)⟩

|ϕ2(x; a)⟩

H[0]

|ϕ0(x; f(a))⟩

|ϕ1(x; f(a))⟩

H[1]

|ϕ0(x; f2(a))⟩

H[2]

A(a)

A†(a)

A(a)

A†(a)

A(f(a))

A†(f(a))

・・・

T

T T

A †(a) A (a)

A †(a) A (a) A †(f(a)) A (f(a))

図 3.1 形状不変系のスペクトル構造と演算子．
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3.3.2 軌道角運動量の代数構造と形状不変系

本小節では，軌道角運動量の代数構造と形状不変系との関係をみてゆくことにする．即ち，
代数の生成子L±から，形状不変系のひとつである 1/ cosh2 x（ソリトン）ポテンシャルが得ら
れることを確認する．
よく知られているように，角運動量の代数構造は，

L± = ±e±iφ

(
∂

∂θ
± i cot θ

∂

∂φ

)
L3 =

1

i

∂

∂φ

(3.103a)

(3.103b)

で定義される 3つの生成子 L±, L3を用いて，

[L+, L−] = 2L3 , [L3, L±] = ±L± (3.104)

である．ここで，1次元調和振動子の代数的解法における 3つの演算子 a†, a, N が成す代数構
造 (1.14)の類推註11から，“ハミルトニアン”をL+L−で定義する：

L+L− =

{
eiφ
[
∂

∂θ
+ cot θ

(
i
∂

∂φ

)]}{
−e−iφ

[
∂

∂θ
− cot θ

(
i
∂

∂φ

)]}
= −

[
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
− cot2 θ

(
i
∂

∂φ

)2

+ i
∂

∂φ

]
. (3.105)

“ハミルトニアン”L+L−を函数Θ(θ)eimφに作用させると，

L+L−Θ(θ)e
imφ = −

[
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
−m2 cot2 θ −m

]
Θ(θ)eimφ (3.106)

を得る．
ここで，θによる 1階微分の項を消すような変数変換：θ → z = z(θ)，を考えると，

z(θ) = ln

[
tan

(
θ

2

)]
(3.107)

とすればよいことが分かる．このとき，変数の定義域は，θ ∈ (0, π)から z ∈ (−∞,∞)に変わっ
ている．また，生成子は，

L± = e±iφ

(
−i sinh z ∂

∂φ
± cosh z

∂

∂z

)
L3 =

1

i

∂

∂φ

(3.108a)

(3.103b)

註11以下の対応関係がある：

â† ←→ L+ , â←→ L− , n̂←→“ハミルトニアン”.
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と書かれ，式 (3.105)は，

L+L− = − cosh2 z
∂2

∂z2
− sinh2 z

∂2

∂φ2
− i

∂

∂φ
(3.109)

となる．この“ハミルトニアン”に対する固有値方程式は，固有値を η，固有函数をψ(z, φ)と
書けば， [

− cosh2 z
∂2

∂z2
− sinh2 z

∂2

∂φ2
− i

∂

∂φ

]
Ψ(z, φ) = ηΨ(z, φ) (3.110)

である．変数分離形を仮定して，Ψ(z, φ) ≡ ψ(z)eimφとおくと，この状態に対するL3の固有値
はmと書け，更に L2の固有値を ℓ(ℓ+ 1)と書けば，

L+L− = L2 − L3
2 + L3 ←→ η = ℓ(ℓ+ 1)−m2 +m

であり，固有値方程式 (3.110)は，[
− ∂2

∂z2
− ℓ(ℓ+ 1) sech 2z

]
ψ(z) = −m2ψ(z) (3.111)

となる．−ℓ(ℓ+ 1) sech 2zの項を“ポテンシャル”と解釈すれば，式 (3.111)は，形状不変系の
ひとつである 1/ cosh2 x（ソリトン）ポテンシャルに対する Schrödinger方程式 (3.61)と同じ形
である．つまり，形状不変系である 1/ cosh2 x（ソリトン）ポテンシャルは，軌道角運動量の代
数構造をもつことが分かる（図 3.2参照）．

1

cosh2 x
（ソリトン）ポテンシャル ←→ 軌道角運動量の代数構造

図 3.2 軌道角運動量の代数構造をもつ形状不変系．

3.3.3 形状不変系の代数構造

本小節では，A. Gangopadhyayaらの方法 [57, 58, 59, 60]に従って，3.3.1節におけるT やA±

などに対応する演算子の具体的な表現を求めてゆく．

■ 代数構造と生成子

前小節での議論を応用し，一般の形状不変系がもつ代数構造を議論する．具体的には，軌道
角運動量の場合の類推で図 3.3中の ？ に当てはまる代数構造の表現を得ることが，本小節
の目標である．

形状不変系 ←→ ？（形状不変系のもつ代数構造）

図 3.3 形状不変系とその代数構造．
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形状不変性の条件式 (2.48)は，次のように書き換えることができる：

A†(x; f(a))A(x; f(a))−A(x; a)A†(x; a) = −R(a) . (3.112)

これは，交換関係の表式に似ている．ただし，本小節では，f(a) = a+ dの場合のみを考える
ことにする．式 (3.112)は，A, A†を用いた生成子が，代数を成していることを示唆している．
その代数構造が，前小節での議論の類推から，

[J+, J−] = F (J3) , [J3, J±] = ±J± . (3.113)

であると仮定する．F (J3) = 2J3のとき，前小節の議論 (3.104)になる．後に示すように，F (J3)
はR(a)に対応するものである．
以上を踏まえて，生成子 J±を

J+ := eiφdA† , J− := (J+)
† = Ae−iφd (3.114)

と定義する．ここで，φは xとは独立な変数である．(3.113)第 1式の交換関係が，形状不変性
の条件式 (3.112)の形になるためには，aを

a→ i∂φ (3.115)

と置き換えればよい．ただし，i∂φ ≡ i
∂

∂φ
である．

このとき，式 (3.112)の左辺は，J+と J−の交換関係で次のように書かれる：

[J+, J−] ≡ J+J− − J−J+
= eiφdA†(x; i∂φ)A(x; i∂φ)e−iφd −A(x; i∂φ)e−idφdeiφdA†(x; i∂φ)

= A†(x; i∂φ + d)A(x; i∂φ + d)−A(x; i∂φ)A†(x; i∂φ) . (3.116)

ただし，2行目から 3行目の式変形では，

i∂φe
−iφd = e−iφd(i∂φ + d) (3.117)

であることを用いた．また，式 (3.112)と式 (3.116)とを比較すると，a↔ i∂φに加えて，

f(a) = a+ d↔ i∂φ + d

という対応関係（置き換え）が成り立つ．他方，式 (3.112)の右辺は，−R(i∂φ)と置き換えら
れる．
次に，演算子 J3の具体的な表現を求めてゆく．その際，式 (3.117)を交換関係を用いて書いた[

− i

d
∂φ, e

±iφd

]
= ±e±iφd , (3.118)

から考えることにする．J± ∝ e±iφdであることから，式 (3.118)は，(3.113)の第 2式と似た形
をしている．そこで，J3を

J3 := −
i

d
∂φ (3.119)
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で定義すれば，式 (3.118)は，

[
J3, e

±iφd
]
= ±e±iφd =⇒

{ [
J3, e

iφdA†] = eiφdA†[
J3,Ae−iφd

]
= −Ae−iφd

(3.120)

となり，(3.113)の第 2式を満たすことが確認できる．
また，(3.113)の第 1式は，i∂φ = −dJ3であることから，

[J+, J−] = −R(i∂φ) = −R(−dJ3) ≡ F (J3)

とおくことで，満たされる．
以上を纏めると，形状不変系は次の代数構造をもつといえる：

形状不変系の代数構造．ある形状不変系：

A(x; a)A†(x; a) = A†(x; f(a))A(x; f(a)) +R(a) , f(a) = a+ d

は，次の代数構造をもつ．

[J3, J±] = ±J± , [J+, J−] = F (J3)

ただし，代数の生成子 J±, J3は，
J+ = eiφdA†(x; i∂φ)

J− = A(x; i∂φ)e−iφd

J3 = −
i

d
∂φ

であり，F は，
F (J3) = −R(−dJ3)

で与えられる．

■ 代数構造を用いたエネルギーの計算

本項では，前小節の代数構造を用いて，系H−(x; a)のエネルギーを求める方法を導入する．
J±の積：

J+J− = A†(x; i∂φ + d)A(x; i∂φ + d) ≡ H−(x; i∂φ + d) , (3.121)

は，代数の生成子を用いて書き下したハミルトニアンH−(x; f(a))であるとみることができる．
ここで，J3の固有値をmとする．J3の固有状態は，|m⟩ ≡ eimφdと書かれる：

J3 |m⟩ = m |m⟩ . (3.122)

J3の固有状態を用いれば，系H−(x; a)のエネルギー E(m)は，

E(m) = ⟨m| J+J− |m⟩ (3.123)
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で求めることができる．
この代数のCasimir演算子C註12は，

C := J−J+ +G(J3) = J+J− +G(J3 − 1) (3.124)

である．ただし，Gは，F = [J+, J−]と

F (J3) = G(J3)−G(J3 − 1) (3.125)

なる関係にある．前小節の軌道角運動量演算子の例では，F (J3) = 2J3であったので，

G(J3) = J3
2 + J3 , (3.126)

C = J−J+ + J3
2 + J3 ≡ J2 (3.127)

と求まる．
計算すれば分かるように，この代数においては，J3とハミルトニアン J+J−とが同時固有状
態になっていない．そこで，式 (3.124)で定義される Casimir演算子を用いて系H−(x; a)のエ
ネルギーを計算する方法を考える．{|m⟩}で張られる空間に対して，演算子 J±は，それぞれ昇
降演算子として作用する．係数 κ(m)を適当に採って，{

J+ |m⟩ = κ∗(m+ 1) |m+ 1⟩ ,
J− |m⟩ = κ(m) |m− 1⟩ .

(3.128a)

(3.128b)

式 (3.128)のHermite共軛をとると，{
⟨m| J− = κ(m+ 1) ⟨m+ 1| ,
⟨m| J+ = κ∗(m) ⟨m− 1| .

(3.129a)

(3.129b)

なので， {
⟨m| J−J+ |m⟩ = |κ(m+ 1)|2 ,
⟨m| J+J− |m⟩ = |κ(m)|2 .

(3.130a)

(3.130b)

を得る．式 (3.124)を用いて ⟨m|C |m⟩を計算することで，

|κ(m+ 1)|2 − |κ(m)|2 = G(m− 1)−G(m) (3.131)

と分かる．
ここで，mの最小値をmminとすると，

J− |mmin⟩ = κ(mmin) |mmin − 1⟩ ≡ 0

なので，
κ(mmin) = 0 (3.132)

と求まる．式 (3.131)より，

|κ(mmin + 1)|2 = G(mmin − 1)−G(mmin)

註12代数の全ての生成子と可換な演算子を，Casimir演算子という．

44 第 3章 形状不変性



と書け，これを繰り返し用いることにより，任意の n (∈ Z⩾0)に対して，

|κ(mmin + n)|2 = G(mmin − 1)−G(mmin + n− 1)

と書ける．mmin + nをmと書くことにすれば，

|κ(m)|2 = G(m− n− 1)−G(m− 1) . (3.133)

従って，式 (3.123), (3.130b)より，系H−(x; a)のエネルギー En(m)は，

En(m) = |κ(m)|2 = G(m− n− 1)−G(m− 1) = −
n−1∑
i=0

F (m− i− 1) (3.134)

と求めることができる．

■ 例：動径振動子

本項では，動径振動子の系に対して，その代数構造をみてゆく．この場合，形状不変のパラ
メータは gであり，形状不変変換によって g → g + 1と変換されることから，d = 1で J3の固
有値は−g − nである．動径振動子のもつ代数の生成子は，

J+ := eiφ
(
−∂x + ωx− i∂φ

x

)
,

J− :=

(
∂x + ωx− i∂φ

x

)
e−iφ ,

J3 := −i∂φ

(3.135a)

(3.135b)

(3.135c)

と書かれる．勿論，∂xは
d

dx
の意味である．

ここで，J±の交換関係の計算を行う．

[J+, J−] = eiφ
(
−∂x + ωx− i∂φ

x

)(
∂x + ωx− i∂φ

x

)
e−iφ

−
(
∂x + ωx− i∂φ

x

)
e−iφeiφ

(
−∂x + ωx− i∂φ

x

)
= eiφ

(
−∂x + ωx− i∂φ + 1

x

)(
∂x + ωx− i∂φ + 1

x

)
e−iφ

−
(
∂x + ωx− i∂φ

x

)(
−∂x + ωx− i∂φ

x

)
= −∂x2 + ω2x2 +

(i∂φ + 1)(i∂φ + 1− 1)

x2
− ω[2(i∂φ + 1) + 1]

+ ∂x
2 − ω2x2 − i∂φ(i∂φ + 1)

x2
+ ω(2i∂φ − 1)

=
i∂φ(i∂φ) + 1)

x2
− i∂φ(i∂φ + 1)

x2
− ω(2i∂φ + 3) + ω(2i∂φ − 1)

= −4ω ≡ F (J3) . (3.136)
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従って，式 (3.134)から，系のエネルギーは，

En =
n−1∑
i=0

4ω = 4nω (3.137)

と求まる．

3.4 新しい形状不変系たち
形状不変性の条件式 (2.48)を満たす系は，3.2節で示したもの以外にも知られている．3.2節
で挙げたものは，ポテンシャルとその解自体は，文献 [2]の時代には知られていたもので，その
意味で“古い”形状不変系である．本節では，3.2節で示したもの以外の“新しい”形状不変系
の例をふたつ挙げる．ひとつは，乗算型とよばれるもの（3.4.1節）で，もうひとつは，多添字
系（3.4.2節）である．
尚，3.2節に挙げた“古い”形状不変系のみを指す場合，古典的な (conventional) 形状不変系
という呼称が用いられる．

3.4.1 乗算型の形状不変系

ここまでに示してきた形状不変系は，いずれも，パラメータの変換が加算型：

a→ f(a) = a+ d

のものであった（dは定数）．このような形状不変系は，加算型の (additive, translational) 形状
不変系とよばれることもある．
パラメータの変換は，これ以外にもあり得て，特に q変形との関連から，1993年以降，パラ
メータが乗算型：

a→ f(a) = qa

の変換をするものが見つかり，議論されるようになった（qは定数） [28]．このような乗算型の
(scaling) 形状不変系は，例えばスーパーポテンシャルがパラメータ aの冪級数：

W (x) =
∞∑
i=0

gi(x)a
i , (3.138)

で書かれることを仮定して構成される．乗算型の場合にも，パラメータの対数をとることで，
加算型のものに帰着される：

ln a→ ln f(a) = ln a+ ln q .

しかしながら，乗算型の形状不変系は，パラメータ aの役割が古典的な形状不変系とは異なり，
両者は別々に分類されるべきものである．
本研究では，この系に関する計算は行なっていないため，これ以上は立ち入らないことにする．
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3.4.2 多添字系

2008年に D. Gómez-Ullateらによって，2階の微分方程式を満たす新たな直交多項式であ
る註13例外直交多項式 (exceptional orthogonal polynomial) が構成された [30]．「例外」という
ことの意味は，Hilbert空間の完全系をなすものの，0次式が存在せず 1次式から始まる，即ち
多項式の次数に欠落がある，ということである．このことを反映して，X1-Laguerre, X1-Jacobi

多項式ともよばれる．同年，C. Quesneによって，例外多項式を固有函数の主要部にもつ 1次
元の量子力学系が構成された [32]．この系が形状不変性をもつことは，直接計算によって確か
められる．翌年には，小竹らによって，任意の自然数 ℓに対して ℓ次式から始まるXℓ-Laguerre,

Xℓ-Jacobi多項式へと拡張された [33, 35]．これまでに高々数十個程度しか知られていなかった
形状不変系であるが，この段階でその個数は可算無限個まで一気に増えた．
2011年には，小竹らによって，更なる一般化が行われ [36]，これを多添字直交多項式 (multi-

indexed orthogonal polynomial) とよぶ．この構成法及びこの多項式を固有函数の主要部にも
つ 1次元の量子力学系については，4.4節で詳しく述べる．

註13次の Bochnerの定理が知られている：

Bochnerの定理 [61, 62]．直交多項式 Pn(η), degPn = n (n = 0, 1, 2, . . .)が 2階微分方程式

p(η)P ′′
n (η) + q(η)P ′

n(η) + r(η)Pn(η) = λnPn(η)

を満たすならば，それは Hermite, Laguerre, Jacobi, Bessel多項式のいずれかである．

これは，所謂「no-go定理」である．仮定を変える試みとして，

I. 2階微分方程式を高階微分方程式に置き換える，

II. 2階微分方程式を 2階差分方程式に置き換える，

III. 次数に欠落を許す，

が考えられる．ここで考えるのは，III. である．
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第4章

新たな可解系たち

本章では，3.2節に示した形状不変系から構成される，新たな可解系たちを紹介する．新たな可解
系の構成法は，多くの場合，ℏ = 1なる単位系の下で議論されてきた．しかし，本論文は ℏの依存性
を正しく考慮することが主題のひとつなので，ℏを陽に含んだ形の定式化を行う．その際の注意点は，
4.1節で述べる．
それ以降の本章の構成は，以下の通り．まず，4.2節では，Darboux変換とよばれる，ハミルトニア

ンの等スペクトル変形の一般論を述べる．Darboux変換を用いて構成される系の代表例として，4.3
節ではKrein–Adler系を，4.4節では多添字系をそれぞれ扱う．続いて，Darboux変換を用いずに構
成される新たな可解系として，4.5節では条件付き可解系を扱う．また，4.6節では，形状不変性の概
念を，質量が位置に依存する場合に拡張した議論を行う．拡張された形状不変系を手掛かりに，質量
が位置に依存するような状況下での可解系が構築される．

4.1 一般的注意
新たな可解系の構築は，しばしば，ℏ = 1として行われてきた．そして，これまで，ℏ = 1，
即ち「ℏを陽に含まない形状不変系」から「ℏを陽に含まない新たな系」を構築する方法が様々
調べられてきた．ℏを陽に含んだ定式化は，物理量の次元に気を付けさえすれば，正しく行う
ことができる．しかしながら，この点で誤った先行研究が（一流雑誌に載っているものの中に
も）数多く見受けられる註14．そこで，まず初めに，ℏを陽に含んだ可解系を構築する際の一般
的注意を述べる．
ℏを陽に含んだ定式化が正しいか否かは，図 4.1に示す 2通りの構成法が等価であることを確
認すれば分かる．つまり，物理量の次元に注意しながら，直接「ℏを陽に含んだ形状不変系」か
ら「ℏを陽に含んだ新たな可解系」の構築を行う（経路 I）ほかに，図 4.1の経路 II，即ち変数
変換などで一旦「ℏを陽に含まない形状不変系」に書き直してから新たな可解系の構築を行い，
再度変数変換などで「ℏを陽に含んだ新たな可解系」を書き下す，という方法を試し，両者が
同一のものになっているか確かめるとよい．

註14 5.3.3節で詳しく述べる．
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ℏを陽に含んだ
形状不変系

ℏを陽に含まない
形状不変系

ℏを陽に含んだ
新たな可解系

ℏを陽に含まない
新たな可解系

系の変形

系の変形

変数変換
x → ξ

など

変数変換
ξ → x

など

I

II

図 4.1 ℏを陽に含んだ新たな可解系の定式化の手順．

4.2 Darboux変換

4.2.1 Darboux変換

2.4節でDarboux–Crum変換をみた．本節では，この一般の場合であるDarboux変換につい
て説明する．Darboux変換は，ある Schrödinger方程式：

Hψ(x) = Eψ(x)

の任意の解φ(x)（種解 (seed solutions)）を用いて，この系を，これと等スペクトルな別の系に
写す．一般のDarboux変換では，量子力学で課される境界条件や 2乗可積分性などの制約を課
す必要がないため，φ(x)はHの固有函数でなくても良いし，“E”が一般に複素数であっても良
い．φ(x)をHの固有函数のうち最低固有値のものを選んだときが，Darboux–Crum変換の場
合である．
種解 φ(x)：

Hφ(x) = Ẽφ(x) , (4.1)

を用いて，Hを

H = ℏ2
(
− d

dx
− d

dx
ln |φ(x)|

)(
d

dx
− d

dx
ln |φ(x)|

)
+ Ẽ ≡ ℏ2A†

φAφ + Ẽ (4.2)

のように形式的に因子化する．このとき，ポテンシャルは，種解 φ(x)を用いて，

V (x) = ℏ2
[(

d

dx
ln |φ(x)|

)2

+
d2

dx2
ln |φ(x)|

]
(4.3)

とも書かれる．式 (4.2)におけるAφ,A†
φの順序を入れ替えて，新たなハミルトニアンH{1}を

定義する：

H{1} := ℏ2AφA†
φ + Ẽ = ℏ2

(
d

dx
− d

dx
ln |φ(x)|

)(
− d

dx
− d

dx
ln |φ(x)|

)
+ Ẽ

= −ℏ2 d2

dx2
+ ℏ2

[(
d

dx
ln |φ(x)|

)2

− d2

dx2
ln |φ(x)|

]

= H− 2ℏ2
d2

dx2
ln |φ(x)| . (4.4)
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このハミルトニアンは，
H{1}Aφ = AφH , A†

φH{1} = HA†
φ (4.5)

なる絡み合わせ関係式を満たす．従って，

H{1}Aφψn(x) = AφHψn(x) = EnAφψn(x) (4.6)

より，H{1}は {Aφψn(x)}を固有函数にもつことが分かる．ただし，Aφψn(x)は，ロンスキア
ンを用いて，

Aφψn(x) =

(
d

dx
− d

dx
ln |φ(x)|

)
ψn(x) =

W[φ, ψn](x)

φ(x)
(4.7)

と表される．
また，式 (4.4)のDarboux変換を施すことは，φ(x)に対応する状態を削除した新たな系を構
築することに対応する．このことは，

Aφφ(x) =

(
d

dx
− d

dx
ln |φ(x)|

)
φ(x) =

dφ(x)

dx
− dφ(x)

dx
= 0 (4.8)

によって，容易に確かめられる．

4.2.2 多重Darboux変換

D := {d1, d2, . . . , dM}で指定されるM 個の種解 φdj(x)：

Hφdj(x) = Ẽφdj(x) , j = 1, 2, . . . ,M , (4.9)

に対して，前小節で導入したDarboux変換を繰り返し施す．このとき，この変換は多重Darboux

変換とよばれ，新たに構成される系HDは，

HD := H− 2ℏ2
d2

dx2
lnW [φd1 , . . . , φdM ] (x) (4.10)

と定義される．また，HDに対する Schrödinger方程式は，

HDψD,n(x) = EnψD,n(x) (4.11)

と書かれ，固有値 Enに属する固有函数は，

ψD,n(x) :=
W [φd1 , . . . , φdM , ψn] (x)

W [φd1 , . . . , φdM ] (x)
(4.12)

で与えられる．

4.2.3 Darboux変換によって構成される系

Darboux変換（または，多重Darboux変換）によって得られる新たな量子力学系を，以下の
2節で紹介する．ここでは，その前段階として，概観の説明を与える．
種解 φdj(x)の選び方として，本章では次の 2通りを考える：

• 元の系の固有状態 ψn(x)から選ぶ．

• 仮想状態（4.4.1節参照）ϕ̃v(x)から選ぶ．

前者の場合で得られる系はKrein–Adler系とよばれ，4.3節で扱う．また，後者から得られる系
は多添字系とよばれ，4.4節で扱う．
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4.3 Krein–Adler系

4.3.1 一般論

式 (4.10), (4.12)で表される多重Darboux変換において，φdj(x)として，元の系Hの固有状
態 {ψn(x)}から選ぶ場合を考える．これは，Crumの定理の拡張で，Krein–Adler変換 [37, 38]

とよばれる．このようにして構成される系は，Krein–Adler系とよばれ，元の系から，選ばれ
た固有状態に対応する準位が削除されたような系が得られる．
ここで，Crumの定理とKrein–Adler変換の違いを整理しておく．Crumの定理では，元のハ
ミルトニアンHから最も低いエネルギー準位を次々と削除してゆくのに対して，Krein–Adler

変換は，非負整数の集合Dで指定された有限個の準位を削除した系を構成する．ただし，集合
Dの要素たちは，

M∏
j=1

(n− dj) ⩾ 0 , ∀n ∈ Z⩾0 (4.13)

を満たすように選ぶ．式 (4.13)の条件は，新たに構成された系の固有函数系{ψD,n(x)}のノルム：

(ψD,n, ψD,m) =
M∏
j=1

(En − Edj) · (ψn, ψm) , n,m ∈ Z⩾0\D (4.14)

の正値性から得られる．式 (4.13)を満たす非負整数の集合 Dとして，以下のふたつが考えら
れる：

• 隣り合った 2個の整数の組たち：D = {ℓ1, ℓ1 + 1 < ℓ2, ℓ2 + 1, . . . , ℓM/2, ℓM/2 + 1},

• 0から任意個の連続する整数たち：D = {0, 1, . . . , M − 1}.

特に後者は，Crumの定理の場合である．Krein–Adler系という場合，ふつう，前者で構成され
る系のみを指す．
Krein–Adler系のハミルトニアンH(KA)

D は，式 (4.10)より，

H(KA)
D := H− 2ℏ2

d2

dx2
ln |W[ψd1 , . . . , ψdM ] (x)| (4.15)

と書かれる．また，n̆ ∈ Z⩾0\Dとして，Schrödinger方程式は，

H(KA)
D ψ

(KA)
D,n̆ (x) = E (KA)

D,n̆ ψ
(KA)
D,n̆ (x) (4.16)

と書かれる．ただし，

ψ
(KA)
D,n̆ (x) =

W [ψd1 , . . . , ψdM , ψn̆] (x)

W [ψd1 , . . . , ψdM ] (x)
(4.17)

は，固有値E (KA)
D,n̆ = En̆に属する固有函数である．尚，Krein–Adler系は，形状不変性をもたない．
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4.3.2 例

以下では，簡単のため，D = {d, d+1} (d ̸= 0)の場合のみを考える．新たに構築される系では，
元の系の d番目と d+ 1番目に対応する準位が削除されている．この場合，式 (4.15)–(4.17)は，

H(KA)
D := H− 2ℏ2

d2

dx2
ln |W[ψd, ψd+1] (x)| , H(KA)

D ψ
(KA)
D,n̆ (x) = E (KA)

D,n̆ ψ
(KA)
D,n̆ (x) , (4.18)

ψ
(KA)
D,n̆ (x) =

W [ψd, ψd+1, ψn̆] (x)

W [ψd, ψd+1] (x)
(4.19)

となる．ただし，

n̆ :=

{
n (0 ⩽ n ⩽ d− 1)

n+ 2 (n ⩾ d)
, n ∈ Z⩾0 (4.20)

である．
また，本小節で挙げる例では，いずれも，元の系Hとして 3.2.1–3.2.3節に示した 3つ古典的
な形状不変系を選ぶことにする．

■ 1次元調和振動子の場合 (H)

元の系として 1次元調和振動子 (3.6)：

H(H) = −ℏ2 d2

dx2
+ ω2x2 − ℏω , H(H)ϕ(H)

n (x) = E (H)
n ϕ(H)

n (x) ,

を選ぶと，これから構成されるKrein–Adler系のハミルトニアンは，式 (4.18)より，

H(K,H)
D := H(H) − 2ℏ2

d2

dx2
ln
∣∣∣W [

ϕ
(H)
d , ϕ

(H)
d+1

]
(x)
∣∣∣ (4.21)

と書かれる．H(K,H)
D の固有値と固有函数は，それぞれ，

E (K,H)
D,n̆ = E (H)

n̆ = 2n̆ℏω , (4.22)

ϕ
(K,H)
D,n̆ (x) =

W
[
ϕ
(H)
d , ϕ

(H)
d+1, ϕ

(H)
n̆

]
(x)

W
[
ϕ
(H)
d , ϕ

(H)
d+1

]
(x)

(4.23)

である．ξ ≡
√
ω/ℏ xとすると，式 (4.23)は，

ϕ
(K,H)
D,n̆ (x) = e−

ξ2

2
W[Hd, Hd+1, Hn̆] (ξ)

W [Hd, Hd+1] (ξ)
(4.24)

と変形される．ただし，式 (A.2), (A.3)を用いた．特に，基底状態波動函数は，

ϕ
(K,H)
D,0 (x) = e−

ξ2

2
W[Hd, Hd+1, 1] (ξ)

W [Hd, Hd+1] (ξ)
(4.25)

である．
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■ 動径振動子の場合 (L)

元の系として動径振動子 (3.14)：

H(L) = −ℏ2 d2

dx2
+ ω2x2 +

ℏ2g(g − 1)

x2
− ℏω(2g + 1) , H(L)ϕ(L)

n (x) = E (L)n ϕ(L)
n (x) ,

を選ぶと，これから構成されるKrein–Adler系のハミルトニアンは，式 (4.18)より，

H(K,L)
D := H(L) − 2ℏ2

d2

dx2
ln
∣∣∣W [

ϕ
(L)
d , ϕ

(L)
d+1

]
(x)
∣∣∣ (4.26)

と書かれる．H(K,L)
D の固有値と固有函数は，それぞれ，

E (K,L)
D,n̆ = E (L)n̆ = 4n̆ℏω , (4.27)

ϕ
(K,L)
D,n̆ (x) =

W
[
ϕ
(L)
d , ϕ

(L)
d+1, ϕ

(L)
n̆

]
(x)

W
[
ϕ
(L)
d , ϕ

(L)
d+1

]
(x)

(4.28)

である．z ≡ ξ2とすると，式 (4.28)は，

ϕ
(K,L)
D,n̆ (x) = e−

z
2 z

g+2
2

W
[
L
(g− 1

2
)

d , L
(g− 1

2
)

d+1 , L
(g− 1

2
)

n̆

]
(z)

W
[
L
(g− 1

2
)

d , L
(g− 1

2
)

d+1

]
(z)

(4.29)

と変形される．ただし，式 (A.2), (A.3)を用いた．特に，基底状態波動函数は，

ϕ
(K,L)
D,0 (x) = e−

z
2 z

g+2
2

W
[
L
(g− 1

2
)

d , L
(g− 1

2
)

d+1 , 1
]
(z)

W
[
L
(g− 1

2
)

d , L
(g− 1

2
)

d+1

]
(z)

(4.30)

である．

■ Pöschl–Tellerポテンシャルの場合 (J)

元の系として Pöschl–Tellerポテンシャル (3.22)：

H(J) = −ℏ2 d2

dx2
+

ℏ2g(g − 1)

sin2 x
+

ℏ2h(h− 1)

cos2 x
− ℏ2(g + h)2 , H(J)ϕ(J)

n (x) = E (J)n ϕ(J)
n (x) ,

を選ぶと，これから構成されるKrein–Adler系のハミルトニアンは，式 (4.18)より，

H(K,J)
D := H(J) − 2ℏ2

d2

dx2
ln
∣∣∣W [

ϕ
(J)
d , ϕ

(J)
d+1

]
(x)
∣∣∣ (4.31)

と書かれる．H(K,J)
D の固有値と固有函数は，それぞれ，

E (K,J)
D,n̆ = E (J)n̆ = 4ℏ2n̆(n̆+ g + h) , (4.32)

ϕ
(K,J)
D,n̆ (x) =

W
[
ϕ
(J)
d , ϕ

(J)
d+1, ϕ

(J)
n̆

]
(x)

W
[
ϕ
(J)
d , ϕ

(J)
d+1

]
(x)

(4.33)
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である．y ≡ cos 2xとすると，式 (4.33)は，

ϕ
(K,J)
D,n̆ (x) = (1− y)

g+2
2 (1 + y)

h+2
2

W
[
P

(g− 1
2
,h− 1

2
)

d , P
(g− 1

2
,h− 1

2
)

d+1 , P
(g− 1

2
,h− 1

2
)

n̆

]
(y)

W
[
P

(g− 1
2
,h− 1

2
)

d , P
(g− 1

2
,h− 1

2
)

d+1

]
(y)

(4.34)

と変形される．ただし，式 (A.2), (A.3)を用いた．特に，基底状態波動函数は，

ϕ
(K,J)
D,0 (x) = (1− y)

g+2
2 (1 + y)

h+2
2

W
[
P

(g− 1
2
,h− 1

2
)

d , P
(g− 1

2
,h− 1

2
)

d+1 , 1
]
(y)

W
[
P

(g− 1
2
,h− 1

2
)

d , P
(g− 1

2
,h− 1

2
)

d+1

]
(y)

(4.35)

である．

4.4 多添字系

4.4.1 一般論

式 (4.10), (4.12)で表される多重Darboux変換において，φdj(x)として，以下で説明する仮
想状態 {ϕ̃v(x)}から選ぶ場合を考える．このようにして構成される系は，多添字系とよばれる．
多添字系は，固有函数の主要部が，多添字Laguerre多項式，または多添字 Jacobi多項式のいず
れかで書かれており，これらの多項式は，その最も簡単な場合として，例外 Laguerre多項式と
例外 Jacobi多項式をそれぞれ含んでいる．特に，波動函数の主要部が例外 Laguerre多項式で
書かれているものは，拡張動径振動子 (extended radial oscillator)とよばれる．また，多添字
系は，形状不変性をもっていることを，ここに強調しておく．

■ ハミルトニアンの離散対称性

動径振動子 (L) 及びPöschl–Tellerポテンシャル (J) のハミルトニアンから定数部分を除いた
ものを，それぞれHg(x), Hg,h(x)と書けば，これらは，パラメータの捻り：

L : g → 1− g , J : g → 1− g , h→ 1− h , (4.36)

に対して不変である．このことは，以下のように直接計算で確かめられる：

L : H1−g(x) = −ℏ2
d2

dx2
+ ω2x2 +

ℏ2(1− g)(−g)
x2

≡ Hg(x) , (4.37)

J : H1−g,h(x) = −ℏ2
d2

dx2
+

ℏ2(1− g)(−g)
sin2 x

+
ℏ2h(h− 1)

cos2 x
≡ Hg,h(x) , (4.38)

Hg,1−h(x) = −ℏ2
d2

dx2
+

ℏ2g(g − 1)

sin2 x
+

ℏ2(1− h)(−h)
cos2 x

≡ Hg,h(x) . (4.39)

また，動径振動子 (L) のハミルトニアンから定数部分を除いたものHgは，座標の離散変換：

x→ ix , (4.40)
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に対して符号を変える．即ち，

Hg(ix) = ℏ2
d2

dx2
− ω2x2 − ℏ2g(g − 1)

x2
≡ −Hg(x) . (4.41)

これらの離散対称変換は固有多項式の満たす微分方程式 (A.12), (A.17), (A.21)では成り立た
ず，新たな固有函数系は 2乗可積分性を失っている．しかし，依然として，新たな固有函数系
は，Schrödinger方程式は満たしているため，式 (4.36), (4.40)の変換は，Schrödinger方程式の
解を別の解に写すものである．

■ 仮想状態波動函数

ハミルトニアン (4.41), (4.37)–(4.39)に適当な定数を加えて半正定値化したものに対する固有
値問題を考える．まず，式 (4.41)に対しては，

E (L),Iv = −4
(
g + v +

1

2

)
, φ(L),I

v (x) = e
z
2 z

g
2L

(g− 1
2
)

v (−z) , v ∈ Z⩾0 , (4.42)

式 (4.37)に対しては，

E (L),IIv = −4
(
g − v − 1

2

)
, φ(L),II

v (x) = e−
z
2 z

1−g
2 L

( 1
2
−g)

v (z) , v = 0, 1, . . . ,

⌊
g − 1

2

⌋′
(4.43)

である．ただし，記号 ⌊•⌋′は •未満の最大の整数を表している．次に，式 (4.38)に対しては，

E (J),Iv = −4
(
g + v +

1

2

)(
h− v − 1

2

)
, φ(J),I

v (x) =

(
1− y
2

) g
2
(
1 + y

2

) 1−h
2

P
(g− 1

2
, 1
2
−h)

v (y) ,

v = 0, 1, . . . ,

⌊
h− 1

2

⌋′
, (4.44)

式 (4.39)に対しては，

E (J),IIv = −4
(
g − v − 1

2

)(
h+ v +

1

2

)
, φ(J),II

v (x) =

(
1− y
2

) 1−g
2
(
1 + y

2

)h
2

P
( 1
2
−g,h− 1

2
)

v (y) ,

v = 0, 1, . . . ,

⌊
g − 1

2

⌋′
(4.45)

である．φ(L),I
v (x)などは，仮想状態波動函数とよばれ，以下の 5つの性質をもつことが知られ

ている：

• 定義域内に零点をもたない．

• 負のエネルギー固有値に属する．

• 仮想状態波動函数は多項式型である．

• 2乗可積分でない．

• 逆数も，2乗可積分でない．
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以下では，この仮想状態波動函数を，多重Darboux変換の種解φdj(x)に選ぶことを考えてい
く．種解として用いる仮想状態波動函数の次数 vは，非負整数の集合：

D = DI ∪ DII = {dI1, . . . , dIM} ∪ {dII1 , . . . , dIIN} (4.46)

で指定される．ただし，

dI1 < · · · < dIM ∈ Z>0 , dII1 < · · · < dIIN ∈ Z>0

である．ここで，全ての仮想状態波動函数が有効であるためには，

L: g > max

{
N +

3

2
, dIIj +

1

2

}
, (4.47)

J: g > max

{
N + 2, dIIj +

1

2

}
, h > max

{
M + 2, dIj +

1

2

}
. (4.48)

とする必要がある．
「多添字 (multi-indexed) 直交多項式」という名前の由来は，以上のようにたくさんの添え字
が附くことになるからである．

■ 多添字系

多添字系のハミルトニアンH(M,∗)
D は，式 (4.10)より，

H(M,∗)
D := H(∗) − 2ℏ2

d2

dx2
ln
∣∣∣W [

φ
(∗),I
dI1

, . . . , φ
(∗),I
dIM

, φ
(∗),II
dII1

, . . . , φ
(∗),II
dIIN

]
(x)
∣∣∣ (4.49)

と書かれる．∗ = L, Jである．また，Schrödinger方程式は，

H(M,∗)
D ϕ

(M,∗)
D,n (x) = E (M,∗)

D,n ϕ
(M,∗)
D,n (x) (4.50)

と書かれる．ただし，

ϕ
(M,∗)
D,n (x) =

W
[
φ
(∗),I
dI1

, . . . , φ
(∗),I
dIM

, φ
(∗),II
dII1

, . . . , φ
(∗),II
dIIN

, ϕ
(∗)
n

]
(x)

W
[
φ
(∗),I
dI1

, . . . , φ
(∗),I
dIM

, φ
(∗),II
dII1

, . . . , φ
(∗),II
dIIN

]
(x)

(4.51)

は，固有値 E (M,∗)
D,n = Enに属する固有函数である．

4.4.2 例

■ 動径振動子の場合 (L)

元の系として動径振動子 (3.14)を選ぶと，これから構成される多添字系のハミルトニアンは，
式 (4.49)より，

H(M,L)
D := H(L) − 2ℏ2

d2

dx2
ln
∣∣∣W [

φ
(L),I

dI1
, . . . , φ

(L),I

dIM
, φ

(L),II

dII1
, . . . , φ

(L),II

dIIN

]
(x)
∣∣∣ (4.52)
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と書かれる．H(M,L)
D の固有値と固有函数は，それぞれ，

E (M,L)
D,n = E (L)n = 4nℏω , (4.53)

ϕ
(M,L)
D,n (x) =

W
[
φ
(L),I

dI1
, . . . , φ

(L),I

dIM
, φ

(L),II

dII1
, . . . , φ

(L),II

dIIN
, ϕ

(L)
n

]
(x)

W
[
φ
(L),I

dI1
, . . . , φ

(L),I

dIM
, φ

(L),II

dII1
, . . . , φ

(L),II

dIIN

]
(x)

= z
M+N

2

W
[
φ
(L),I

dI1
, . . . , φ

(L),I

dIM
, φ

(L),II

dII1
, . . . , φ

(L),II

dIIN
, ϕ

(L)
n

]
(z)

W
[
φ
(L),I

dI1
, . . . , φ

(L),I

dIM
, φ

(L),II

dII1
, . . . , φ

(L),II

dIIN

]
(z)

(4.54)

である．ただし，2行目への変形には式 (A.3)を用いた．特に，基底状態波動函数は，

ϕ
(M,L)
D,0 (x) = z

M+N
2

W
[
φ
(L),I

dI1
, . . . , φ

(L),I

dIM
, φ

(L),II

dII1
, . . . , φ

(L),II

dIIN
, ϕ

(L)
0

]
(z)

W
[
φ
(L),I

dI1
, . . . , φ

(L),I

dIM
, φ

(L),II

dII1
, . . . , φ

(L),II

dIIN

]
(z)

(4.55)

である．

■ Pöschl–Tellerポテンシャルの場合 (J)

元の系としてPöschl–Tellerポテンシャル (3.22)を選ぶと，これから構成される多添字系のハ
ミルトニアンは，式 (4.49)より，

H(M,J)
D := H(J) − 2ℏ2

d2

dx2
ln
∣∣∣W [

φ
(J),I

dI1
, . . . , φ

(J),I

dIM
, φ

(J),II

dII1
, . . . , φ

(J),II

dIIN

]
(x)
∣∣∣ (4.56)

と書かれる．H(M,J)
D の固有値と固有函数は，それぞれ，

E (M,J)
D,n = E (J)n = 4ℏ2n(n+ g + h) , (4.57)

ϕ
(M,J)
D,n (x) =

W
[
φ
(J),I

dI1
, . . . , φ

(J),I

dIM
, φ

(J),II

dII1
, . . . , φ

(J),II

dIIN
, ϕ

(J)
n

]
(x)

W
[
φ
(J),I

dI1
, . . . , φ

(J),I

dIM
, φ

(J),II

dII1
, . . . , φ

(J),II

dIIN

]
(x)

= [−2(1− y2)]
M+N

2

W
[
φ
(J),I

dI1
, . . . , φ

(J),I

dIM
, φ

(J),II

dII1
, . . . , φ

(J),II

dIIN
, ϕ

(J)
n

]
(z)

W
[
φ
(J),I

dI1
, . . . , φ

(J),I

dIM
, φ

(J),II

dII1
, . . . , φ

(J),II

dIIN

]
(z)

(4.58)

である．ただし，2行目への変形には式 (A.3)を用いた．特に，基底状態波動函数は，

ϕ
(M,J)
D,0 (x) = [−2(1− y2)]

M+N
2

W
[
φ
(J),I

dI1
, . . . , φ

(J),I

dIM
, φ

(J),II

dII1
, . . . , φ

(J),II

dIIN
, ϕ

(J)
0

]
(y)

W
[
φ
(J),I

dI1
, . . . , φ

(J),I

dIM
, φ

(J),II

dII1
, . . . , φ

(J),II

dIIN

]
(y)

(4.59)

である．
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4.4.3 擬仮想状態から構成される系

類似の方法で構成される系として，多重Darboux変換の種解φ(x)に擬仮想状態 (pseudo virtual

state) を選ぶものがある．擬仮想状態とは，以下の条件を満たすもののことをいい，例えば，
Hgに対して，パラメータの捻り g → g + 1と座標の離散変換 x→ ixとを同時に行うことで得
られる．

• 負のエネルギー固有値に属する．

• 仮想状態波動函数は多項式型である．

• 2乗可積分でない．

• 逆数が境界 x1, x2で局所 2乗可積分：∫ x1+ϵ

x1

φ(x)−2 dx <∞ ,

∫ x2

x2−ϵ

φ(x)−2 dx <∞

である．

古典的な形状不変系に対して，この変形で構成される系は，パラメータを適当にずらすことで
Krein–Adler系と等価になることが知られている [63]．

4.5 条件付き可解系
Darboux変換（4.2節）を用いずとも，{H−,H+}の縮退構造—量子力学における超対称性—

を用いることで，新しい可解系を構成することができる．例えば，初めにH+を定義し，そこ
から“逆に”H−を構成する，という手順を踏むことができる．本節では，このように構成さ
れるものを取り上げる．

可解な量子力学系のうち，系に含まれるパラメータを完全に自由な値に選ぶことができず，パ
ラメータ間に制約が付くものがある．このような種類の可解系を，条件付き可解系 (conditionally

exactly solvable systems) という [64]．尚，この制約は，ポテンシャルの非特異性などに由来す
るものである．この条件付き可解系の一部は，超対称量子力学の枠組みを用いて構成されるこ
とが知られている [43]．本節で取り上げる可解系は，この種の可解系である．

4.5.1 一般論

条件付き可解系のスーパーポテンシャルW (x)を次の形で導入する：

W (x) := W0(x) +W1(x) . (4.60)

ただし，W0(x)として，3.2節で述べた形状不変系のスーパーポテンシャルを選び，W1(x)は後
に示す微分方程式を満たす函数である．これは，スーパーポテンシャルを，ある可解系とある
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条件を満たす函数との重ね合わせの形で書くことで，可解系の拡張を考えることになっている．
このとき，系のハミルトニアンは，

H− =

(
−ℏ d

dx
+W0(x) +W1(x)

)(
ℏ
d

dx
+W0(x) +W1(x)

)
= −ℏ2 d2

dx2
+W0(x)

2 − ℏ
dW0

dx
+ 2W0(x)W1(x) +W1(x)

2 − ℏ
dW1

dx
(4.61)

であり，他方，パートナーのハミルトニアンは，

H+ =

(
ℏ
d

dx
+W0(x) +W1(x)

)(
−ℏ d

dx
+W0(x) +W1(x)

)
= −ℏ2 d2

dx2
+W0(x)

2 + ℏ
dW0

dx
+ 2W0(x)W1(x) +W1(x)

2 + ℏ
dW1

dx
(4.62)

と表される．ここで，式 (4.61), (4.62)の前半部分：

−ℏ2 d2

dx2
+W0(x)

2 − ℏ
dW0

dx
, − ℏ2

d2

dx2
+W0(x)

2 + ℏ
dW0

dx
,

は，それぞれ，形状不変系のパートナーのハミルトニアンたちに他ならない．
条件付き可解系を構成するには，式 (4.62)の後半部分が，エネルギーの定数シフト bに対応
するように，

2W0(x)W1(x) +W1(x)
2 + ℏ

dW1

dx
= b (4.63)

とすることを考える．ただし，基底状態の固有値は変えないので，シフト後の固有値が，基底
状態の固有値よりも大きくなるために，パラメータ bに対して，

b > E0 − E1 = −E1 (4.64)

なる条件が課される．これを 条件① とする．
実際に式 (4.63)の微分方程式を解くために，条件付き可解系の基底状態波動函数ψ0(x)が，元
の可解系の基底状態波動函数 ϕ0(x)と函数 u(x)を用いて，

ψ0(x) ≡
ϕ0(x)

u(x)
(4.65)

と書かれるとする．このとき，条件付き可解系のスーパーポテンシャルW (x)は，

W (x) = W0(x) +W1(x) = −ℏ
d

dx
lnϕ0(x) + ℏ

d

dx
lnu(x) (4.66)

になる．よって，函数W1(x)は，u(x)を用いて，

W1(x) = ℏ
d

dx
lnu(x) = ℏ

u′(x)

u(x)
(4.67)

と書き表される．ただし，ここでは，′は xについての 1階導函数を表している．
u(x)を決定する微分方程式は，式 (4.63)より，

ℏ2
d2u

dx2
+ 2ℏW0(x)

du

dx
− bu(x) = 0 (4.68)

である．定義域内に零点をもつようなu(x)に対しては，適切な量子力学系を構成し得ない．従っ
て，この微分方程式の解のうち，我々の欲しい解には，定義域内に零点をもたないことが，条
件として課される．これを 条件② とする．
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4.5.2 例

■ 1次元調和振動子の場合 (H)

W0(x)として，1次元調和振動子を選んだ場合，即ちW0(x) = ωxの場合を考える．このと
き，超対称パートナーのハミルトニアンH+(4.62)は，

H+ = −ℏ2 d2

dx2
+ ω2x2 + ℏω + bℏω (4.69)

であり，この系のエネルギー固有値 E (+)
n と固有函数 ψ

(+)
n とは，

E (+)
n = [2(n+ 1) + b]ℏω , (4.70)

ψ(+)
n (x) = e−

ωx2

2ℏ Hn

(√
ω

ℏ
x

)
(4.71)

である．ただし，パラメータ bは，

b > −2 : 条件① (4.72)

とする．
式 (4.68)は，

ℏ2
d2u

dx2
+ 2ℏωx

du

dx
− bℏωu(x) = 0 (4.73)

であり，この一般解は，任意定数 α, βを用いて，

u(x) = α1F1

(
− b
4
,
1

2
;−ω

ℏ
x2
)
+ β

√
ω

ℏ
x1F1

(
1

2
− b

4
,
3

2
;−ω

ℏ
x2
)

(4.74)

と書かれる．この解が非特異であるための条件は，∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ < 2Γ

(
b
4
+ 1
)

Γ
(
b
4
+ 1

2

) : 条件② (4.75)

である．以下では α = 1とする（一般性は失われない）．
以上より，求める条件付き可解系のハミルトニアンH− ≡ H(C,H)は，式 (4.74)の u(x)を用
いて，

H(C,H) = −ℏ2 d2

dx2
+ ω2x2 − ℏω − bℏω + 2ℏ

u′(x)

u(x)

[
2ωx+ ℏ

u′(x)

u(x)

]
(4.76)

と分かる．エネルギー固有値 E (C,H)
n と固有函数 ψ

(C,H)
n (x)は，それぞれ，

E (C,H)
0 = 0 , E (C,H)

n = E (+)
n−1 = (2n+ b)ℏω for n ⩾ 1 , (4.77)

ψ
(C,H)
0 (x) =

e−
ωx2

2ℏ

u(x)
, ψ(C,H)

n (x) =

(
−ℏ d

dx
+ ωx+ ℏ

u′(x)

u(x)

)
ψ

(+)
n−1(x) for n ⩾ 1 (4.78)

である．
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■ 動径振動子の場合 (L)

W0(x)として，動径振動子を選んだ場合，即ちW0(x) = ωx− ℏg/xの場合を考える．このと
き，超対称パートナーのハミルトニアンH+(4.62)は，

H+ = −ℏ2 d2

dx2
+ ω2x2 +

ℏ2g(g + 1)

x2
− (2g − 1)ℏω + bℏω (4.79)

であり，この系のエネルギー固有値 E (+)
n と固有函数 ψ

(+)
n とは，

E (+)
n = [4(n+ 1) + b]ℏω , (4.80)

ψ(+)
n (x) = e−

ωx2

2ℏ xg+1L
(g+ 1

2
)

n

(√
ω

ℏ
x

)
(4.81)

である．ただし，パラメータ bは，

b > −4 : 条件① (4.82)

とする．
式 (4.68)は，

ℏ2
d2u

dx2
+ 2ℏ

(
ωx− ℏg

x

)
du

dx
− bℏωu(x) = 0 (4.83)

であり，この一般解は，任意定数 α, βを用いて，

u(x) = α1F1

(
− b
4
,
1

2
− g;−ω

ℏ
x2
)
+ β

(√
ω

ℏ
x

)2g+1

1F1

(
1

2
+ g − b

4
,
3

2
+ g;−ω

ℏ
x2
)

(4.84)

と書かれる．この解が非特異であるための条件は，

α > 0 ,
β

α
> −

Γ
(
1
2
− g
)

Γ
(
1
2
− g + b

4

) · Γ ( b4 + 1
)

Γ
(
3
2
+ g
) : 条件② (4.85)

である．以下では α = 1とする（一般性は失われない）．
以上より，求める条件付き可解系のハミルトニアンH− ≡ H(C,L)は，式 (4.84)の u(x)を用
いて，

H(C,L) = −ℏ2 d2

dx2
+ ω2x2 +

ℏ2g(g − 1)

x2
− (2g + 1)ℏω − bℏω + 2ℏ

u′(x)

u(x)

[
2ωx− 2ℏg

x
+ ℏ

u′(x)

u(x)

]
(4.86)

と分かる．エネルギー固有値 E (C,L)
n と固有函数 ψ

(C,L)
n (x)は，それぞれ，

E (C,L)
0 = 0 , E (C,L)

n = E (+)
n−1 = (4n+ b)ℏω for n ⩾ 1 , (4.87)

ψ
(C,L)
0 (x) =

xge−
ωx2

2ℏ

u(x)
, ψ(C,L)

n (x) =

(
−ℏ d

dx
+ ωx− ℏg

x
+ ℏ

u′(x)

u(x)

)
ψ

(+)
n−1(x) for n ⩾ 1 (4.88)

である．
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■ Pöschl–Tellerポテンシャルの場合 (J)

W0(x)として，Pöschl–Tellerポテンシャルを選んだ場合，即ちW0(x) = −ℏ(g cotx−h tanx)
の場合を考える．このとき，超対称パートナーのハミルトニアンH+(4.62)は，

H+ = −ℏ2 d2

dx2
+

ℏ2g(g + 1)

sin2 x
+

ℏ2h(h+ 1)

cos2 x
− ℏ2(g + h)2 + ℏ2b (4.89)

であり，この系のエネルギー固有値 E (+)
n と固有函数 ψ

(+)
n とは，

E (+)
n = 4ℏ2(n+ 1)(n+ g + h+ 1) + ℏ2b , (4.90)

ψ(+)
n (x) = (sin x)g+1(cosx)h+1P

(g+ 1
2
,h+ 1

2
)

n (cos 2x) (4.91)

である．ただし，パラメータ bは，

b > −4(g + h+ 1) : 条件① (4.92)

とする．
式 (4.68)は，

ℏ2
d2u

dx2
− 2ℏ2(g cotx− h tanx)du

dx
− ℏ2bu(x) = 0 (4.93)

であり，この一般解は，任意定数 α, βを用いて，

u(x) = α2F1

(
−g
2
− h

2
−
√

(g + h)2 − b
2

,−g
2
− h

2
+

√
(g + h)2 − b

2
,
1

2
− h; cos2 x

)
+ β(cos 2x)2h+1

2F1

(
1

2
− g

2
+
h

2
−
√

(g + h)2 − b
2

,
1

2
− g

2
+
h

2
+

√
(g + h)2 − b

2
,
3

2
+ h; cos2 x

)
(4.94)

と書かれる．この解が非特異であるための条件は，

α− β > 0 ,

β

α
> −

Γ
(
1
2
− h
)

Γ
(
3
2
+ h
) · Γ

(
1 + g

2
+ h

2
+

√
(g+h)2−b

2

)
Γ

(
1 + g

2
+ h

2
−
√

(g+h)2−b

2

)
Γ

(
1
2
+ g

2
− h

2
+

√
(g+h)2−b

2

)
Γ

(
1
2
+ g

2
− h

2
−
√

(g+h)2−b

2

)
: 条件② (4.95)

である．以下では α = 1とする（一般性は失われない）．
以上より，求める条件付き可解系のハミルトニアンH− ≡ H(C,J)は，式 (4.94)の u(x)を用
いて，

H(C,J) = −ℏ2 d2

dx2
+

ℏ2g(g − 1)

sin2 x
+

ℏ2h(h− 1)

cos2 x
− ℏ2(g + h)2 − ℏ2b

− 2ℏ2
u′(x)

u(x)

[
2g cotx− 2h tanx+ ℏ

u′(x)

u(x)

]
(4.96)
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と分かる．エネルギー固有値 Enと固有函数 ψn(x)は，それぞれ，

E (C,J)
0 = 0 , E (C,J)

n = E (+)
n−1 = 4ℏ2n(n+ g + h) + ℏ2b for n ⩾ 1 , (4.97)

ψ
(C,J)
0 (x) =

(sinx)g(cosx)h

u(x)
,

ψ(C,J)
n (x) =

[
−ℏ d

dx
− ℏ(g cotx− h tanx) + ℏ

u′(x)

u(x)

]
ψ

(+)
n−1(x) for n ⩾ 1 (4.98)

である．

4.6 質量が位置に依存する場合の形状不変系
本節では，Darboux変換（4.2節）を用いずに新たな可解系を構築する別の例を示す．そこで
は，質量mが位置 xに依存する状況を考えることになる．つまり，ハミルトニアンの運動項に
ついて，

− ℏ2

2m

d2

dx2
→ − ℏ2

2m(x)

d2

dx2
(4.99)

を考える．ここで，m(x)は，位置依存性をもつ質量 (position-dependent mass)とよばれる [65]．
本論文で興味があるのは，このような質量が位置に依存する場合のうち，特に形状不変性を
満たすものである．以下では，質量が位置に依存する系のハミルトニアンを定義した後に，形
状不変性の条件式を質量の位置依存性を考慮した場合に拡張する [66]．具体的な例は，その後
で紹介する．

4.6.1 一般論

以下では，記号の簡略化のために，

1

2m(x)
≡ η(x)2

と記す．

■ ハミルトニアンの定義

質量が位置に依存する場合のハミルトニアンを

Hd := A†
dAd , (4.100)

A†
d := −ℏ

√
η(x)

d

dx

√
η(x) +Wd(x) , Ad :=

(
A†

d

)†
(4.101)

で定義する [66]．このとき，ハミルトニアンHdは，

Hd = −ℏ2η(x)2 d2

dx2
− 2ℏ2η′(x)η(x)

d

dx
− ℏ2

4

[
η′′(x)η(x) + η′(x)2

]
+Wd(x)

2 − ℏη(x)
dWd(x)

dx

≡ −ℏ2η(x)2 d2

dx2
− 2ℏ2η′(x)η(x)

d

dx
− ℏ2

4

[
η′′(x)η(x) + η′(x)2

]
+ Vd(x) (4.102)
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と計算される．
このように構成された系Hdには，質量が位置に依存する系である，という以外に次のよう
な解釈ができる．即ち，計量 g(x) ≡ 1/η(x)2で表されるRiemann空間上の系である，というも
のである．ただし，1次元空間なら計量はただのスカラーで，その意味は，“距離”dsが

(ds)2 = g(x)(dx)2 =
1

η(x)2
(dx)2 (4.103)

と書かれるということである．いずれにせよ，η(x)は，系の“変形”を表している．尚，η(x) =
const.ととれば，これまでの場合（質量が位置に依存しない場合）に帰着される．

■ 質量が位置に依存する場合の形状不変性

ここで，ハミルトニアンHd ≡ H(−)
d のパートナーのハミルトニアンH(+)

d は，

H(+)
d := AdA†

d

= −ℏ2η(x)2 d2

dx2
− 2ℏ2η′(x)η(x)

d

dx
− ℏ2

4

[
η′′(x)η(x) + η′(x)2

]
+Wd(x)

2 + ℏη(x)
dWd(x)

dx
(4.104)

である．
パートナーのハミルトニアンたちには，パラメータ aが含まれているとし，その依存性を
H(−)

d (a)などのように明示的に表すと，形状不変性の条件式 (2.48)は，

H(+)
d (a) = H(−)

d (f(a)) +R(a)

と読み替えられる．ただし，η(x)は，パラメータ aに依存しないとする．従って，質量が位置
に依存する場合の形状不変性 (deformed shape invariance) の条件式は，

W (x)(x; a)2 + ℏη(x)
dWd(x; a)

dx
= Wd(x; f(a))

2 − ℏη(x)
dWd(x; f(a))

dx
+R(a) (4.105)

と書かれる．また，系のエネルギー固有値は，

Ed,n =
n−1∑
i=0

R(f i(a)) (4.106)

から求められる．

4.6.2 例

本小節では，質量が位置に依存する場合の形状不変系の例を 3つ示す註15．

註15これらの構成法は，謂わば発見法的なものであり，系統的構成法 [66]に則ったものではない．
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■ 1次元調和振動子の対応物 (H)

スーパーポテンシャルWd(x)と系の“変形”η(x)を

Wd(x) = ℏαωx , η(x) = 1 + αx2 , x ∈ (−∞,∞) (4.107)

とする．このとき，ポテンシャル Vd(x)は，

Vd(x) = ℏ2
[
α2ω(ω − 1)x2 − αω

]
(4.108)

と書かれ，形状不変変換におけるパラメータの変更は，ω → ω + 1である．従って，簡単な計
算から，エネルギー固有値 Ed,nは，

Ed,n = ℏ2αn(n+ 2ω) (4.109)

と分かる．

■ 動径振動子の対応物 (L)

スーパーポテンシャルWd(x)と系の“変形”η(x)を

Wd(x) = ℏ
(
−g
x
+ αωx

)
, η(x) = 1 + αx2 , x ∈ [0,∞) (4.110)

とする．このとき，ポテンシャル Vd(x)は，

Vd(x) = ℏ2
[
g(g − 1)

x2
+ α2ω(ω − 1)x2 − α(g + ω)− 2αgω

]
(4.111)

と書かれ，形状不変変換におけるパラメータの変更は，ω → ω+1, g → g+1である．従って，
簡単な計算から，エネルギー固有値 Ed,nは，

Ed,n = 4ℏ2αn(n+ g + ω) (4.112)

と分かる．

■ Pöschl–Tellerポテンシャルの対応物 (J)

スーパーポテンシャルWd(x)と系の“変形”η(x)を

Wd(x) = −ℏ [(1 + α)g cotx− (1 + β)h tanx] , η(x) = 1 + α cos2 x+ β sin2 x ,

x ∈ (0, π) (4.113)

とする．このとき，ポテンシャル Vd(x)は，

Vd(x) = ℏ2
[
(1 + α)2g(g − 1)

sin2 x
+

(1 + β)2h(h− 1)

cos2 x

− (1 + α)2g2 − (1 + β)2h2 − 2(1 + α)(1 + β)gh+ (1 + α)(α− β)g + (1 + β)(β − α)h
]

(4.114)

と書かれ，形状不変変換におけるパラメータの変更は，g → g + 1, h→ h+ 1である．従って，
簡単な計算から，エネルギー固有値 Ed,nは，

Ed,n = 4ℏ2(1 + α)(1 + β)n(n+ g + h) (4.115)

と分かる．
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第5章

可解系とSWKB条件

本章と次章とが，本論文における独自な研究の部分である．本章は，概要におけるA. の研究に当
たる．
本章の構成は，以下の通り．まず，5.1節において，2.5.3節で導入された SWKB条件について，そ

の諸性質などを具体的に議論する．続く 5.2節では，この条件が古典的な形状不変系に対しては，常
に成立することを示す．以上を踏まえて，我々は，SWKB条件を種々の可解系を捉え直す指標とし
て採用することにした．5.3節では，前章までに導入してきた可解系に対して，SWKB積分の計算を
行う．この解析から，我々は，SWKB条件と系の準位構造との関連に気付き，5.4節において，条件
付き可解系を例に議論を行う．この議論によって，我々は，条件付き可解系に対する新たな理解を得
た．本章の最後（5.5節）では，A. の研究の結論を述べる．
尚，5.3節の議論の一部は，文献 [67]に報告してある．

5.1 SWKB条件

5.1.1 SWKB条件

■ 定式化

超対称量子力学の文脈では，量子化条件の一種として，A. Comtetらの提案した SWKB (su-

persymetric WKB) 量子化条件（SWKB条件）[22]が知られている註16．この条件は，∫ aR

aL

√
En −W (x)2 dx = nπℏ , n ∈ Z⩾0 , (2.49)

と書き表される．aL, aRは，xについての方程式W (x)2 = Enの解で，aL < aRとする．式 (2.49)

の左辺の積分を Iとおき，以降ではこれを簡単に SWKB積分とよぶことにする：

I ≡
∫ aR

aL

√
En −W (x)2 dx . (5.1)

■ 諸性質

基底状態 (n = 0) に対しては，SWKB条件 (2.49)は恒等的に成り立つ．基底状態のエネル
ギー固有値は E0 = 0であり，W (x) = 0となる点が少なくともひとつは存在する註17ことから，

註16文献 [22]の著者ら (A. Comtet, A. Bandrauk, D. K. Campbell) の頭文字をとって，CBC条件ともよばれる．
註17式 (2.12)で示したように，スーパーポテンシャルW (x)は基底状態波動函数 ψ0(x)を用いて，

W (x) = −ℏψ
′
0(x)

ψ0(x)

と表される．この関係式から，W (x) = 0の点は即ち，ψ′
0(x) = 0となる点で．ψ0(x)が極大となる点である．
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その点を x = aとすれば，SWKB条件 (2.49)は，∫ a

a

√
0−W (x)2 dx =

∫ a

a

|W (x)| dx ≡ 0 (5.2)

となる．このことは，どの系に対しても成り立つ．他方，n ⩾ 1の状態に対しては，一般には
SWKB条件 (2.49)は成り立たない．しかし，古典的な形状不変系については，全ての準位に対
して式 (2.49)が成立することが知られている [23]．
SWKB条件 (2.49)は，WKB量子化条件（式 (5.3)参照）同様，エネルギーの量子化条件だ
とみることができる．SWKB条件が厳密に成り立つ古典的な形状不変系以外の系に対しては，
式 (2.49)はエネルギー準位 Enを与える近似公式として用いられることがあり，WKB量子化条
件よりよい近似であることが分かっている [25]．

5.1.2 SWKB条件の導出

SWKB条件 (2.49)は，歴史的には，WKB量子化条件から，ℏ0と ℏ1のオーダーの項を取り
出すことによって導出された [22]．本小節では，その導出を示した後に，この形式的な導出に
含まれている問題点を指摘する．

■ WKB量子化条件

WKB量子化条件註18は，∫ xR

xL

√
En − V (x) dx =

(
n+

1

2

)
πℏ , n ∈ Z⩾0 , (5.3)

で与えられる．ただし，xL < xRは古典的転回点で，xについての方程式 V (x) = Enを解くこ
とで求められる．

■ 形式的な導出

SWKB条件は，形式的には，以下のようにWKB量子化条件 (5.3)から導出される．式 (5.3)

の左辺を，スーパーポテンシャルW (x)を用いて書き直した上で，ℏの冪級数に展開すると，∫ xR

xL

√
En − V (x) dx =

∫ xR

xL

√
En −W (x)2 + ℏ

dW (x)

dx
dx

∼=
∫ aR

aL

√
En −W (x)2 dx+

ℏ
2

[∫ aR

aL

1√
En −W (x)2

dW (x)

dx
dx

+
√
En −W (aR)2

daR
dℏ

∣∣∣∣
ℏ→0

−
√
En −W (aL)2

daL
dℏ

∣∣∣∣
ℏ→0

]
+O(ℏ2)

=

∫ aR

aL

√
En −W (x)2 dx+

ℏ
2

∫ aR

aL

1√
En −W (x)2

dW (x)

dx
dx+O(ℏ2)

(5.4)

註18 “WKB”は，3人の物理学者：G. Wentzel, H. A. Kramers, L. N. Brillouin，の名前の頭文字をとったもので
ある．地球物理学者の H. Jeffreysも加えて，“WKBJ”とよばれることもある．
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とできる．ただし，この際，W (x)は ℏに依存しないと仮定した．式 (5.4)の展開の第 2項は，

ℏ
2

∫ aR

aL

1√
En −W (x)2

dW (x)

dx
dx =

ℏ
2
sin−1

[
W (x)√
En

]∣∣∣∣aR
aL

=
ℏ
2

(
sin−1

[
W (aR)√
En

]
− sin−1

[
W (aL)√
En

])
=

1

2
πℏ (5.5)

と計算される．O(ℏ2)を無視すれば，WKB量子化条件 (5.3)は，∫ aR

aL

√
En −W (x)2 dx+

1

2
πℏ =

(
n+

1

2

)
πℏ (5.6)

となり，SWKB条件 (2.49)が導出される．

■ 問題点

前段で述べた SWKB条件の導出は，あくまで，形式的なものに過ぎない．というのも，前述
の，W (x)が ℏに依存しないという前提は，一般には成り立たないからだ．例えば，動径振動
子の場合を考えれば，式 (3.13)：W (x) = ωx + ℏg/x，から，これは明らかである．W (x)が ℏ
に依存しないという仮定が成り立たなければ，式 (5.4)の展開はできない．W (x)が ℏに依存す
るならば，展開式 (5.4)は，より複雑な形になる筈である．
以上のことから，我々は，SWKB条件 (2.49)が，WKB量子化条件 (5.3)から導出されるも
のではなく，両者は互いに独立な条件式である，と考える．また，次節以降では，SWKB条件
(2.49)が ℏに依らない条件式になっていることを，個別に示してゆく．この，SWKB条件 (2.49)

が ℏに依存しないという事実は，SWKB条件 (2.49)とWKB量子化条件 (5.3)とが互いに独立
な条件式であるという我々の主張を支持するものとなっている．

スーパポテンシャルW (x)が ℏに依存しないという仮定の下で行われている議論は，他にも
ある．例えば，文献 [27, 60, 68, 69, 70]などの J. Bougieらの一連の仕事が挙げられる．これら
の論文における誤りは，5.3.3節において詳しく指摘する．この種の誤謬がしばしば見受けられ
ることには，例えば，次の事情がある考えられる．超対称量子力学には，前述の通り，1次元
調和振動子の因子化解法を一般化したものであるという側面がある．1次元調和振動子のスー
パーポテンシャルは，式 (3.5)よりW (x) = ωxと書かれ，これは ℏに依存しない．ℏ依存性の
有無という差異に無頓着なまま，1次元調和振動子で成り立っていた議論を流用してしまうと，
上述のような誤りを犯してしまうことになる．

5.2 古典的な形状不変系に対するSWKB条件
前節で述べたように，古典的な形状不変系については，SWKB条件 (2.49)が全ての準位に対
して成立する．このことは，直接，式 (2.49)の左辺を計算し，これが nπℏに等しいことを導く
ことで確認できる．本小節では，1次元調和振動子 (H)，動径振動子 (L)，Pöschl–Tellerポテン
シャル (J)の 3例について示す．尚，3.2節に挙げた他の例については，附録Bで証明を与える．
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■ 1次元調和振動子の場合 (H)

1次元調和振動子の場合について，SWKB条件 (2.49)が成り立つことを示す．ただし，以下

の式変形において，a ≡
√

2nℏ
ω
である．

I =

∫ a

−a

√
2nℏω − ω2x2 dx

≡ 2ω

∫ a

0

√
a2 − x2 dx

= 2ω · πa
2

4

= nπℏ ■

このように，SWKB条件は，ℏ, ωに依らずに成立することが分かる．

■ 動径振動子の場合 (L)

動径振動子の場合について，SWKB条件 (2.49)が成り立つことを示す．ただし，以下の式変
形について，1行目から 2行目への変形では，変数変換：

x2 ≡ y , dx =
dy

2
√
y
,

x aL → aR

y p→ q
,

を行なっている．また，p, qは，

p+ q =
4ℏn+ 2ℏg

ω
, pq =

ℏ2g2

ω2
(5.7)

を満たし，3行目から 4行目への変形には式 (A.25)を用いた．

I =

∫ aR

aL

√
4nℏω − ω2x2 + 2ℏωg − ℏ2g2

x2
dx

=

∫ q

p

√
4nℏω − ω2y + 2ℏωg − ℏ2g2

y

dy

2
√
y

≡ ω

2

∫ q

p

√
(y − p)(q − y) dy

y

=
ω

2
·
(
π

2

4ℏn+ 2ℏg
ω

− πℏg
ω

)
= nπℏ ■

このように，SWKB条件は，ℏ, ω, gに依らずに成立することが分かる．
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■ Pöschl–Tellerポテンシャルの場合 (J)

Pöschl–Tellerポテンシャルの場合について，SWKB条件 (2.49)が成り立つことを示す．ただ
し，以下の式変形について，1行目から 2行目への変形では，変数変換：

cos 2x ≡ y , dx = − dy

2
√

1− y2
,

x aL → aR

y p→ q
,

1

sin2 x
=

2

1− y
,

1

cos2 x
=

2

1 + y
,

を行なっている．また，p, qは，

p+ q = − 2(g2 − h2)
(2n+ g + h)2

, pq =
2(g2 + h2)

(2n+ g + h)2
− 1 (5.8)

を満たし，3行目から 4行目への変形には式 (A.27)を用いた．

I =

∫ aR

aL

√
4ℏ2n(n+ g + h)− ℏ2g2

sin2 x
− ℏ2h2

cos2 x
+ ℏ2(g + h)2 dx

= ℏ
∫ q

p

√
(2n+ g + h)2 − 2g2

1− y
− 2h2

1 + y

(
− dy

2
√

1− y2

)

≡ ℏ(2n+ g + h)

2

∫ p

q

√
(y − p)(q − y) dy

1− y2

=
ℏ(2n+ g + h)

2
· π
2

[
2− 2g

2n+ g + h
− 2h

2n+ g + h

]
= nπℏ ■

このように，SWKB条件は，ℏ, g, hに依らずに成立することが分かる．

5.3 種々の可解系に対するSWKB条件

5.3.1 概観

■ 小史

これまで種々の可解系に対する SWKB条件が調べられてきた．その歴史を形状不変性との
関係に注目してまとめると，次のようになる．
前述の通り，全ての古典的な形状不変系について，SWKB条件 (2.49)が厳密に成立する．こ
のことから，かつては，系が形状不変性をもつことは SWKB条件が厳密に成立するための十分
条件である，と考えられていた [23]．
歴史的には，この逆，即ち系の形状不変性が SWKB条件が厳密に成り立つための必要条件と
なっているか，という問題が盛んに議論されてきた．その手法は，古典的な形状不変系以外の可
解系に対して，数値的に SWKB積分を実行する，というものであった．A. Khareら [24]やD.

DeLaneyら [25]は，Ginocchioポテンシャル [40]やAbraham–Moses系 [42]に対して，SWKB

条件が成立しないことを数値的に示した．文献 [24]では，この解析から，系が形状不変性をも
つことは SWKB条件が厳密に成立するための必要条件でもある，即ち系が形状不変性をもつこ
とは SWKB条件が厳密に成立するための必要十分条件である，との仮説を立てた．しかしな
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がら，この仮説は現在に至るまで証明されておらず，様々な具体的な場合についての計算が為
されているのみである．
2018年になって，J. Bougieらは，拡張動径振動子とよばれる新しい形状不変系では SWKB

条件が成り立ってないことを主張した [27]．次小節で述べるように，彼らの解析には誤りが含
まれている．しかし，彼らの主張は，古くから議論の前提とされていたことの反例となる可能
性があり，その真偽は検証する価値があることと思われる．更に，この問題は，系の形状不変
性によって SWKB条件が保証され得るかという問題であり，SWKB条件の理解に深く関わる
問題である．

■ 我々の解析の指針

前項に則って考えれば，結局，SWKB条件の研究には，以下のふたつの大きな流れがある：

• 系が形状不変性をもつことは SWKB条件が厳密に成立するための必要条件である，とい
えるか．その検証のため，形状不変系以外に対する SWKB積分の計算をしたり，SWKB

条件が成立しない場合にどのような補正を加えればよいかの議論に発展したりする．

• そもそも，系が形状不変性をもつことは SWKB条件が厳密に成立するための十分条件で
ある，といえるか．その検証のため，新しい形状不変系に対する SWKB積分の計算をす
る必要がある．

そこで，我々は，以下の指針に沿って SWKB条件の解析を進めてゆくことにする．まず第 1

に，古典的な形状不変系の変形に対して，SWKB条件が厳密に成立するような可解系の探索を
行う．
第 2に，文献 [27]の誤りを正し，その主張を検証することで，系の形状不変性が SWKB条件
が厳密に成立するための十分条件であるか否かの議論に決着をつけることを試みる．また，拡
張動径振動子を一般化した形状不変系である多添字系に対する解析も，併せて行う．
第 3に，多添字系と同様に古典的な形状不変系から多重Darboux変換によって得られる，形状
不変性をもたないKrein–Adler系に対して，SWKB条件の解析を行う．Krein–Adler系について
調べることは，多添字系の場合との対比において，形状不変性が SWKB条件に対してもつ意味
を知る助けとなることが期待される．古典的な形状不変系から多重Darboux変換によって得ら
れる 2系のうち，形状不変性を保っている多添字系と形状不変性を失っているKrein–Adler系と
では，SWKB条件に対して違う性質を示すのであろうか．また，これに留まらず，Krein–Adler

系は元の可解系から準位を削除することによって得られる系であることから，そのような変形
が SWKB積分の値にどのような寄与をもたらすか，ということも SWKB条件に対する理解を
深めることになる．
また，そもそも歴史的な流れとは別に，種々の可解系に対して SWKB条件成立の可否を調べ
ることは，可解性に対する新たな視点を提供してくれる，という点においても意味のあること
だと考えられる．SWKB積分の値が nπℏからいくらずれているか（以降，SWKB条件の破れ
とよぶ）を調べることは，その可解系の何らかの「情報」を古典的な形状不変系との対比にお
いて見いだすことになる．この「情報」をもとに可解性を考えることは，可解性の新たな側面
を浮き彫りにすることが期待される．
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5.3.2 質量が位置に依存する場合の形状不変系に対するSWKB条件

■ 一般論

式 (2.49)において，質量mの依存性を復活させると，SWKB積分 Iの被積分函数は，√
2m(En −W (x)2)

となる．この式に対して，1/2m → η(x)2の置き換えをすることによって，質量が位置に依存
する場合の SWKB条件は， ∫ aR

aL

√
En −W (x)2

η(x)
dx = nπℏ (5.9)

と書かれることが分かる．以降，質量が位置に依存する場合の SWKB積分は，Idと書く：

Id ≡
∫ aR

aL

√
En −W (x)2

η(x)
dx . (5.10)

■ 1次元調和振動子の対応物の場合 (H)

1次元調和振動子に対応する系に対して，質量が位置に依存する場合の SWKB条件 (5.9)が

成り立つことを示す．ただし，以下の式の変形において，a2 ≡ n2

αω2
+

2n

αω
である．また，2行

目から 3行目への変形では，変数変換：

x ≡ a sin θ , dx = a cos θ dθ ,
x −a→ a

θ −π/2→ π/2
,

を行っており，3行目から 4行目への変形には，式 (A.29)を用いた．

Id =

∫ a

−a

√
ℏ2αn(n+ 2ω)− ℏ2α2ω2x2

1 + αx2
dx

≡ ℏαω
∫ a

−a

√
a2 − x2

1 + αx2
dx

= ℏαωa2
∫ π/2

−π/2

cos2 θ

1 + αa2 sin2 θ
dθ

= ℏαωa2 · π

αa2

(√
1 + αa2 − 1

)
= nπℏ ■

このように，質量が位置に依存する場合の SWKB条件は，ℏ, ω, αに依らずに成立すること
が分かる．

■ 動径振動子の対応物の場合 (L)

動径振動子に対応する系に対して，質量が位置に依存する場合の SWKB条件 (5.9)が成り立
つことを示す．ただし，式の変形において，1行目から 2行目への変形では，変数変換：

x2 ≡ y , dx =
dy

2
√
y
,

x aL → aR

y p→ q
,
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を行っている．また，p, qは，

p+ q =
2 [2n(n+ g + ω) + gω]

αω2
, pq =

g2

α2ω2

を満たし，3行目から 4行目への変形には，式 (A.30)–(A.35)を用いた．

Id =

∫ aR

aL

√
4ℏ2αn(n+ g + ω)− ℏ2α2ω2x2 + ℏ2gαω − ℏ2g2

x2

1 + αx2
dx

= ℏ
∫ q

p

√
4ℏ2αn(n+ g + ω)− ℏ2α2ω2y + ℏ2gαω − ℏ2g2

y

1 + αx2
dy

2
√
y

=
ℏω
2

∫ q

p

√
(y − p)(q − y)
y(y + 1

α
)

dy

=
ℏω
2
·
[
− g
ω
− 1 +

2n+ g + ω

ω

]
π

= nπℏ ■

このように，質量が位置に依存する場合の SWKB条件は，ℏ, ω, g, αに依らずに成立するこ
とが分かる．

■ Pöschl–Tellerポテンシャルの対応物の場合 (J)

Pöschl–Tellerポテンシャルに対応する系に対して，質量が位置に依存する場合の SWKB条
件 (5.9)が成り立つことを示す．ただし，式の変形において，1行目から 2行目への変形では，
変数変換：

cos 2x ≡ y , dx = − dy

2
√

1− y2
,

x aL → aR

y p→ q
,

1

sin2 x
=

2

1− y
,

1

cos2 x
=

2

1 + y
,

を行っている．また，p, qは，

p+ q =
2 [(1 + α)2g2 − (1 + β)2h2]

A
,

pq = −4(1 + α)(1 + β)n(n+ g + h)− [(1 + α)g − (1 + β)h]2

A
,

A ≡ 4(1 + α)(1 + β)n(n+ g + h) + [(1 + α)g + (1 + β)h]2

を満たす．更に，3行目から 4行目への変形では，変数変換：

y − p+ q

2
≡ ζ , dy = dζ ,

y p→ q

ζ −(q − p)/2→ (q − p)/2
,
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を行っている．4行目から 5行目への変形には，式 (A.36)を用いた．

Id =

∫ aR

aL

√
4ℏ2(1 + α)(1 + β)n(n+ g + h)− ℏ2(1 + α)2g2

sin2 x
− ℏ2(1 + β)2h2

cos2 x
− ℏ2[(1 + α)g + (1 + β)h]2

1 + α cos2 x+ β sin2 x
dx

= ℏ
∫ q

p

√
4(1 + α)(1 + β)n(n+ g + h)− 2(1 + α)2g2

1− y
− 2(1 + β)2h2

1 + y
− [(1 + α)g + (1 + β)h]2

α + β + 2

2
+
β − α
2

y

(
dy

−2
√
1− y2

)

= ℏ
√
A

∫ p

q

√
(y − q)(p− y)

α + β + 2 + (β − α)y
dy

1− y2

= ℏ
√
A

∫ (q−p)/2

−(q−p)/2

√(
q − p
2

)2

− ζ2[
α + β + 2 +

(β − α)(p+ q)

2
+ (β − α)ζ

](
ζ − p+ q

2
+ 1

)(
ζ − p+ q

2
− 1

) dζ

= ℏ
√
A · nπ√

A

= nπℏ ■

このように，質量が位置に依存する場合の SWKB条件は，ℏ, ω, g, h, α, βに依らずに成立す
ることが分かる．

■ 議論

本小節では，古典的な形状不変系以外の系において，SWKB条件が厳密に成り立つ系が存在
することを示した．それは，質量が位置の依存性をもっているような空間において古典的な形
状不変系に対応するような系であり，形状不変性を保っている．ただし，空間の変更に伴って，
形状不変性の条件式や SWKB条件に対して，適当な変更を加えている．そのため，本小節の結
果は，系の形状不変性が SWKB条件が厳密に成立するための必要条件であるという命題に対す
る反例というよりはむしろ，SWKB条件に対して古典的な形状不変系が重要な役割を果たして
いることの現れである，と解釈すべきである．SWKB条件は，空間の変更に対しても，適当な
変更を加えることで，古典的な形状不変系との対比において可解系を捉えるための指標として
のその役割を保ち続けることがいえる．

5.3.3 多添字系に対するSWKB条件

系が形状不変性をもつことは，SWKB条件が厳密に成立するための十分条件なのであろうか．
これを否定する主張が文献 [27]ではなされているものの，前述の通り，この論文の解析には誤
りが含まれる．そこで，本小節では，まず，文献 [27]における J. Bougieらの誤謬を指摘する．
その上で，多添字系に対する SWKB条件の解析の一般論を展開する．それ以降は，拡張動径振
動子や一般の場合に対する SWKB積分の計算結果を示してゆく．
本小節で得られる結論は，J. Bougieらの指摘 [27]通り形状不変性をもちながら SWKB条件
が成立しない系が存在し，多添字系がその例である，というものである．
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■ J. Bougieらの誤り

本項では，J. Bougieらが，彼らの一連の仕事：

[68] J. Bougie, et al., “Generation of a complete set of additive shape-invariant potentials from

an Euler equation,” Phys. Rev. Lett. 105, 210402 (2010).

[60] J. Bougie, et al., “Supersymmetric quantum mechanics and solvable models,” Symmetry

4, 452 (2012).

[69] J. Bougie, et al., “Generation of a novel exactly solvable potentials,” Phys. Lett. A 379,

2180 (2015).

[27] J. Bougie, et al., “The supersymmetry WKB formalism is not exact for all additive shape

invariant potentials,” J. Phys. A 51, 375202 (2018).

[70] J. V. Mallow, et al., “Inter-relations between additive shape invariant superpotentials,”

Phys. Lett. A 384, 126 (2020).

などで繰り返し犯している誤りを指摘する．
文献 [27]などに含まれる，J. Bougieらの誤りは，本質的には，形状不変変換におけるパラ
メータの変換を，ℏ0のオーダーをもつ，ℏに依存しないパラメータ aiを用いて，

ai → ai+1 ≡ ai + ℏ (5.11)

としている点にある．これが間違いであることには，aiが ℏ0のオーダーをもつのであれば，足
し算 ai + ℏは次元の異なるもの同士の足し算をしていることになり，物理的に意味をなさない，
ということからすぐに気が付く．例えば動径振動子の場合を考えると，ai ≡ ℓとなり，ℓ→ ℓ+ℏ
と変換することになるのだが，これは完全な誤りである．次元を考えれば，ℏℓ → ℏℓ + ℏや
ℓ→ ℓ+ 1となるのが正しい．この議論が意味をなすのは，ℏ = 1の単位系を採用した場合のみ
である．
上述の誤りに起因して，文献 [27]には，スーパーポテンシャルの ℏ依存性に対する認識にも
誤りがある．文献 [27]の式 (18)では，拡張動径振動子のスーパーポテンシャルを

W (x, ℓ) =
ωx

2
− ℓ

x
+

(
2ωxℏ

ωx2 + 2ℓ− ℏ
− 2ωxℏ
ωx2 + 2ℓ+ ℏ

)
とし，初めの 2項が動径振動子（文献 [27]の表現をそのまま日本語に訳すのであれば「3次元
振動子」）のスーパーポテンシャル

W0 =
1

2
ωx− ℓ

x
(5.12)

であるとしている．しかし，動径振動子の 2項目の分母は，量子力学的な軌道角運動量を表し
ているので，ℏℓとするのが正しい．ℏℓに変更することで，形状不変変換におけるパラメータの
変換は，

ℏℓ→ ℏℓ+ ℏ or ℓ→ ℓ+ 1

となり，前述の問題点は解決されている．つまり，形状不変変換におけるパラメータの変換は，
式 (5.11)ではなく，ai ≡ ℏℓ ∼ ℏ1とするか ai+1 = ai + 1としなければいけない．
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ここまでで，文献 [27]の定式化が如何に問題があるか，充分に示された．最後に，波動函数の
意味においても誤りであることを，学部レベルの量子力学の知識と比較することで確認する．式
(5.12)で表されるスーパーポテンシャルの系に対する Schrödinger方程式は，固有函数をψn(x)

として， [
−ℏ2 d2

dx2
+
ℓ(ℓ− ℏ)
x2

+
1

4
ω2x2 − ω

2
(2ℓ+ ℏ)

]
ψn(x) = 2nℏωψn(x) (5.13)

である．これより，適当な規格化定数N を用いて，固有函数は，

ψn(x) = N e−
ωx2

4ℏ x
ℓ
ℏL

( ℓ
ℏ−

1
2)

n

(
ωx2

2ℏ

)
, (5.14)

と求まる．他方，文献 [46]などの量子力学の教科書を見れば，動径振動子に対する固有函数
ϕn(x)は，軌道角運動量の量子数を ℓ′と書き，適当な規格化定数N を用いて，

ϕn(x) = N e−
ωx2

4ℏ xℓ
′+1L

(ℓ′+ 1
2)

n

(
ωx2

2ℏ

)
, (5.15)

と書かれることが分かる．ただし，ポテンシャルは，V (x) =
ℏ2ℓ′(ℓ′ + 1)

x2
+

1

4
ω2x2と書き表され

ているとする．同じ量子力学のポテンシャル問題を解いているのだから，式 (5.14)と式 (5.15)

とは，一致していなければならない．そのためには，

ℓ = ℏ(ℓ′ + 1) (5.16)

である必要がある．これが意味していることは，形状不変変換において変換されるパラメータ
ai ≡ ℓが，実際には ℏ1のオーダーをもつ，ということである．ai ≡ ℓが ℏ0のオーダーをもつと
してしまうと，ℏ ̸= 1に対して，式 (5.14)と式 (5.15)とは常に異なるものになる．尚，式 (5.15)

は，式 (3.19)と一致している．

■ 一般論

多添字系H(M,∗)
D に対して，SWKB条件 (2.49)は，

I ≡
∫ aR

aL

√
E (M,∗)
D;n −

(
ℏ
d

dx
ln
∣∣∣ϕ(M,∗)

D;0 (x)
∣∣∣)2

dx = nπℏ (5.17)

と書かれる．後に具体的に示されるように，SWKB積分からは ℏの寄与を常に取り除くことが
できるので，以下では SWKB積分を ℏで割った I(M,∗) := I/ℏに着目する．I(M,∗)を用いると，
SWKB条件 (5.17)は，

I(M,∗) = nπ (5.18)

となる．
I(M,∗)は解析的には計算できないため，我々は，この積分値を数値的に計算し，その値と nπ

とを比較することで，SWKB条件成立の可否を調べる．SWKB条件が成り立っていない場合，
SWKB条件がどの程度破れているか，ということも興味深い問題である．そこで，SWKB条
件 (5.18)の左辺の積分値と右辺の値との誤差率：

Err :=
I(M,∗) − nπ
I(M,∗) , (5.19)
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も算出する．
計算結果をプロットした図の読み方を，ここで説明する．青い丸 (•) は I(M,∗)の積分値を π

で割ったものを表し，赤い四角 (□) はの誤差率Errを表している．また，青の直線と赤の一点
鎖線とは，それぞれ，式 (5.18)が厳密に成り立っている場合を示している．尚，誤差率に関し
ては，Err = 0近傍での振る舞いを詳しくみるために，

Err→ sgn(Err)2log10 |Err|

なるリスケールを行なってプロットしている．

■ 多添字系 (L) の場合

多添字系 (L) に対する SWKB条件は，

I(M,L) =

∫ a′R

a′L

√
4n−

(
d

dξ
ln
∣∣∣ϕ(M,L)

D;0 (x)
∣∣∣)2

dξ = nπ (5.20)

と書かれる．ただし， a′L, a
′
Rは ξについての方程式：(

d

dξ
ln
∣∣∣ϕ(M,L)

D;0 (x)
∣∣∣)2

= 4n .

の解である．多添字系 (L) に対する SWKB条件 (5.20)には，ℏやωが全く現れず，式 (5.20)は
ℏ, ωに全く依存しない．
図 5.1には，特定のパラメータの選択についての SWKB条件 (5.20)に対する計算結果を示す．
更に，前述の通り，拡張動径振動子は多添字系 (L) の特殊な場合：

D = DI ∩ DII = ∅ ∩ {1} ,

である．このときの計算結果は，図 5.2に示す．
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(a) g = 5, D = DI ∩ DII = {1} ∩ {2}のとき．
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(b) g = 10, D = DI ∩ DII = {1, 2} ∩ {2, 3}のとき．

図 5.1 多添字系 (L) に対する SWKB条件 (5.20)の計算結果．
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(a) g = 3のとき．
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(b) g = 10のとき．

図 5.2 拡張動径振動子の系に対する SWKB条件 (5.20)の計算結果．
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■ 多添字系 (J) の場合

多添字系 (J) に対する SWKB条件は，

I(M,J) =

∫ a′R

a′L

√
n(n+ g + h)− (1− y2)

(
d

dy
ln
∣∣∣ϕ(M,J)

D;0 (x)
∣∣∣)2

dy√
1− y2

= nπ (5.21)

と書かれる．多添字系 (J) に対する SWKB条件 (5.21)は，ℏに全く依存しない．
図 5.3には，特定のパラメータの選択についての SWKB条件 (5.21)に対する計算結果を示す．
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(a) (g, h) = (5, 6), D = DI ∩ DII = {1} ∩ {2}のとき．
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(b) (g, h) = (5, 6), D = DI ∩ DII = {1, 2} ∩ {2, 3}のとき．

図 5.3 多添字系 (J) に対する SWKB条件 (5.21)の計算結果．

5.3 種々の可解系に対する SWKB条件 81



■ 議論

図 5.1, 5.2, 5.3において，幾つかの典型的なパラメータについて，多添字系に対する SWKB

条件を調べた．いずれの場合においても，以下の 2つの特徴が共通している：

• 誤差率 |Err|は n = 1で最大値をとる．尚，誤差率の最大値は 10−3以下のオーダーである
（表 5.1参照）．

表 5.1 多添字系の場合における誤差率 |Err|の最大値

系（図番号） 誤差率 |Err|の最大値

多添字系 (L)（図 5.1a） 9.7× 10−4

多添字系 (L)（図 5.1b） 4.7× 10−3

多添字系 (J)（図 5.3a） 1.3× 10−3

多添字系 (J)（図 5.3b） 2.2× 10−3

• nが大きいほど誤差率は小さくなる．誤差率は，n→∞の極限においてゼロになると考
えられる．

また，パラメータの gや hが大きくなるほど誤差率は小さくなる．他方，多添字系 (L) と (J)

とでは，以下の点で差異がみられる．つまり，SWKB積分の値は，多添字系 (L) では常に過小
評価に，多添字系 (J) では常に過大評価になっている．
以上の計算によって，形状不変であっても SWKB条件が成立しない場合が存在することが
確かめられた．つまり，形状不変性は SWKB条件が成立するための十分条件ではない．これ
は，J. Bougieらの先行研究 [27]の主張と一致する．我々は，ℏに対する正しい取り扱いの下，
SWKB条件が成り立たない形状不変系の存在を確かめることができた．ただし，誤差率は常に
10−2以下の小さい値である．また，SWKB条件 (5.18)は，適当な変数変換の下で，ℏに全く依
存しない形で書き換えられることが分かった．これは新規な発見であり，SWKB条件の理解に
役立てられる．
尚，先行研究 [27]の解析は，我々の拡張動径振動子に対する解析に対応している．例えば，
文献 [27]の図 6における ℓ = 2の場合は，本論文における図 5.2aと同等なものである．

5.3.4 Krein–Adler系に対するSWKB条件

■ 一般論

Krein–Adler系H(K,∗)
D に対して，SWKB条件 (2.49)は，∫ aR

aL

√
E (K,∗)
D;n̆ −

(
ℏ
d

dx
ln
∣∣∣ϕ(K,∗)

D;0 (x)
∣∣∣)2

dx = nπℏ (5.22)

と書かれる．
Krein–Adler系の場合，積分の端点を求める代数方程式：(

ℏ
d

dx
ln
∣∣∣ϕ(K,∗)

D;0 (x)
∣∣∣)2

= E (K,∗)
D;n̆ ,
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図 5.4 Krein–Adler系 (H) のスーパーポテンシャルW (x) = − d
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lnϕ

(K,H)
D;0 (x)の 2乗．ただ

し，ℏ = ω = 1, D = {4, 5}のとき. n = 1に対しては，転回点が 2組ある．

の解がふたつ以上存在する場合がある（図 5.4参照）．この場合の積分の端点の決め方について，
我々は，第ゼロ近似的に，次のような処方をとる．即ち，転回点の組 {aL,i, aR,i}と書いて，式
(5.22)の左辺の積分に関して，全ての転回点の組ついて和をとる：

I(K,∗) :=
1

ℏ
∑
i

∫ a′R,i

a′L,i

√
E (K,∗)
D;n̆ −

(
ℏ
d

dx
ln
∣∣∣ϕ(K,∗)

D;0 (x)
∣∣∣)2

dx = nπ . (5.23)

尚，SWKB積分を ℏで割ったものを I(K,∗)とおいているのは，多添字系の場合と同様に，SWKB

条件から ℏの寄与が常に取り除かれるためである．
I(K,∗)も I(M,∗)の場合と同様に解析的に計算できないので，また我々は，この積分値を数値
的に計算し，その値と左辺の値とを比較することで，SWKB条件成立の可否を調べる．更に，
SWKB条件 (5.22)の左辺の積分値と右辺の値との誤差率：

Err :=
I(K,∗) − nπ
I(K,∗) , (5.24)

も算出する．計算結果をプロットした図の読み方は，多添字系の場合と同様である．

■ Krein–Adler系 (H) の場合

Krein–Adler系 (H) に対する SWKB条件は，

I(K,H) =
∑
i

∫ a′R,i

a′L,i

√
2n̆−

(
d

dξ
ln
∣∣∣ϕ(K,H)

D;0 (x)
∣∣∣)2

dξ = nπ (5.25)

と書かれる．Krein–Adler系 (H) に対する SWKB条件 (5.25)は，ℏ, ωに全く依存しない．
図 5.5には，特定のパラメータの選択についての SWKB条件 (5.25)に対する計算結果を示す．
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(a) D = {3, 4}のとき．
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(c) D = {24, 25}のとき．

図 5.5 Krein–Adler系 (H) に対する SWKB条件 (5.25)の計算結果．
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■ Krein–Adler系 (L) の場合

Krein–Adler系 (L) に対する SWKB条件は，

I(K,L) =
∑
i

∫ a′R,i

a′L,i

√
n̆− z

(
d

dz
ln
∣∣∣ϕ(K,L)

D;0 (x)
∣∣∣)2

dz√
z
= nπ (5.26)

と書かれる．Krein–Adler系 (L) に対する SWKB条件 (5.26)は，ℏに全く依存しない．
図 5.6には，特定のパラメータの選択についての SWKB条件 (5.26)に対する計算結果を示す．

■ Krein–Adler系 (J) の場合

Krein–Adler系 (J) に対する SWKB条件は，

I(K,J) =
∑
i

∫ a′R,i

a′L,i

√
n̆(n̆+ g + h)− (1− y2)

(
d

dy
ln
∣∣∣ϕ(K,J)

D;0 (x)
∣∣∣)2

dy√
1− y2

= nπ . (5.27)

と書かれる．Krein–Adler系 (J) に対する SWKB条件 (5.27)は，ℏに全く依存しない．
図 5.7には，特定のパラメータの選択についての SWKB条件 (5.27)に対する計算結果を示す．
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(b) g = 30, D = {3, 4}のとき．
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(c) g = 3, D = {15, 16}のとき．

図 5.6 Krein–Adler系 (L) に対する SWKB条件 (5.26)の計算結果．
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(b) (g, h) = (30, 40), D = {3, 4}のとき．
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(c) (g, h) = (3, 4), D = {15, 16}のとき．

図 5.7 Krein–Adler系 (J) に対する SWKB条件 (5.27)の計算結果．
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■ 議論

図 5.5, 5.6, 5.7において，いくつかの典型的なパラメータについて，Krein–Adler系に対する
SWKB条件を調べた．いずれの場合においても，以下の特徴が共通している：

• 誤差率 |Err|は削除された準位Dの附近で最大値をとる．尚，誤差率の最大値は表 5.2の
通りである．

• 削除された準位から離れるほど誤差率は小さくなる．ただし，nが小さくなるときと nが
大きくなるときとの振る舞いは，対称的でない．n < dのときの振る舞いは，必ずしも誤
差率がゼロに次第に近づいてゆく訳ではない．他方，n > dでは n→∞において，誤差
率は単調にゼロに近づいてゆく．

表 5.2 Krein–Adler系の場合における誤差率 |Err|の最大値

系（図番号） 誤差率 |Err|の最大値

Krein–Adler系 (H)（図 5.5a） 2.7× 10−1

Krein–Adler系 (H)（図 5.5b） 5.6× 10−2

Krein–Adler系 (H)（図 5.5c） 3.6× 10−2

Krein–Adler系 (L)（図 5.6a） 3.4× 10−1

Krein–Adler系 (L)（図 5.6b） 2.8× 10−1

Krein–Adler系 (L)（図 5.6c） 6.5× 10−2

Krein–Adler系 (J)（図 5.7a） 4.2× 10−1

Krein–Adler系 (J)（図 5.7b） 2.9× 10−1

Krein–Adler系 (J)（図 5.7c） 8.1× 10−2

2点目に関して，詳しく述べる．n < dのときの振る舞いは，必ずしも誤差率がゼロに次第
に近づいてゆく訳ではないという点ではいずれも共通しているが，その具体的な振る舞いは大
きく異なる．Krein–Adler系 (H) の場合には，その誤差率は，|Err| = 0の周りで振動している
が，Krein–Adler系 (L, J) では，その振動はみられない．残念ながら，我々は，これらの振る舞
いに対する考察を未だもっていない．しかし，ここで最も重要なことは，この領域でも SWKB

条件が成り立っていない，ということである．
以上の計算から，Krein–Adler系に対しては SWKB条件が成立しないことが確かめられた．
また，この場合も多添字系の場合と同様に，SWKB条件 (5.23)は，適当な変数変換の下で，ℏ
に全く依存しない形で書き換えられることが分かった．

5.3.5 ここまでの解析から分かること

■ SWKB条件に関して

5.3.3節と 5.3.4節では，多添字系とKrein–Adler系に対して，SWKB条件が ℏに全く依存し
ない形に書き換えられることを述べた．これは，本論文における重要な結論のひとつである．
また，5.1.2節で述べたように，SWKB条件 (2.49)はWKB量子化条件 (5.3)から導出されるも
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のではなく，互いに独立な条件式である．従って，SWKB条件 (2.49)には，半古典近似の意味
は全くない．
しかしながら，WKB量子化条件は古くから詳しく調べられてきたものであるから，SWKB

条件の解析をWKB量子化条件の解析との対比において行うことは，意味のあることであり，
我々の SWKB条件に対する理解を一層深めることになることが期待される．WKB量子化条件
(5.3)は，1次元調和振動子とMorseポテンシャルの問題に対して，厳密なエネルギー固有値を
与えるものであった．SWKB条件 (2.49)において，これらに対応する系は，古典的な形状不変
系全てである．また，WKB量子化条件は半古典近似を意味しており，これはパラメータ ℏの
1次までを考慮に入れることによる近似である．我々は，SWKB条件の理解は，WKB量子化
条件におけるパラメータ ℏの対応物を見出し，それに解釈を付けることによって為されると考
える．以上の対応関係をまとめると，表 5.3のようになる．

表 5.3 WKB量子化条件と SWKB条件との対応関係．

WKB量子化条件 (5.3) ←→ SWKB条件 (2.49){
1次元調和振動子
Morseポテンシャル

←→ 全ての古典的な形状不変系

パラメータ ℏ：
半古典近似の意味をもつ

←→ ？

■ SWKB条件の厳密性を保証するものに関して

前節における，Krein–Adler系に対する SWKB積分の計算結果から，以下のことがいえる：

• SWKB条件は厳密には成り立っていないが，非常に良い近似である．

• 準位の削除が行われた付近で誤差が大きく，そこから離れるほど誤差は小さくなっていく．

これらから，SWKB条件の破れに関して次のことが考えられる．つまり，Krein–Adler変換に
よって，元の形状不変系から準位構造が変えられ（図 5.8参照），それに伴ってSWKB積分の値も
変わり，従って SWKB条件が成立しなくなる，ということが起こっている．特に，Krein–Adler

変換によって構造が大きく変えられた準位の近傍に対しては，SWKB条件の破れが比較的大き
い．Krein–Adler系は元の形状不変系から幾つかの準位を削除することで構成されるのである
から，以上を勘案すると，SWKB条件の厳密性は，特定の系の準位構造，あるいは系の準位の
分布によって保証されていると考えられる．ここで，「特定の」とは，具体的には，対応する古
典的な形状不変系のことである．
このことを元に，SWKB積分は，対応する古典的な形状不変系がもつ準位構造と注目してい
る系がもつ準位構造との差異を表す量になっている，といえる．この視点から，SWKB積分を
計算することは，古典的な形状不変系に基づいて，可解系の新たな理解をすることになると考
えられる．
ちなみに，多添字系に対する計算結果については，多添字系の構成法が“元の形状不変系か
ら負準位を削除すること”に対応していることを考えると，以上のKrein–Adler系の計算結果
に対する解釈と同様の解釈をすることができる．
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図 5.8 準位構造の変化の例．

5.4 条件付き可解系を用いたSWKB条件の数理的解釈

5.4.1 動機

前小節で述べたように，SWKB積分の値と系の準位構造との間には，関連があるように思わ
れる．このことをより詳しく調べるために，パラメータの変化によって準位構造を変形するこ
とができるような系を考えたい．ここまでに議論してきたKrein–Adler系も，複数のパラメー
タの組Dで指定される準位の削除が行われているという点で，「パラメータによって準位構造
を変形できる系」の一例となっている．他には，パラメータの変化によって準位が追加された
り，準位がシフトしたりすることなどが，準位構造の変形の例として挙げられる．準位のシフ
トとは，具体的に，以下の場合などが考えられる：

• ひとつの準位が（他の準位と縮退を引き起こさないように）シフトする．

• 複数の準位が（他の準位と縮退を引き起こさないように）同じ分だけシフトする．

• 複数の準位が（他の準位と縮退を引き起こさないように）ある規則に従って系統的にシフ
トする．

更に，パラメータの変化が準位構造の変形を引き起こさない，という例も，SWKB積分の値と
系の準位構造との関係を調べる上で有用である註19．これは，所謂「等スペクトル変形」である．

註19些か逆説的な表現であるが，変形しないという変形である，という見方ができる．
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これらの変形のうち，我々は，以下の変形を考える：

I. あるパラメータを連続的に変化させることによって，全ての励起状態が一様にシフトする．

II. 別のあるパラメータを連続的に変化させても，準位構造は変化しない（パラメータの連続
変化が，ハミルトニアンの等スペクトル変形になっている）．

これら I, IIの変形は，前段落で挙げた変形のうち最も単純な変形のひとつであるだけでなく，
以下に述べるように，第 4章で紹介した可解系との相性がよい．
我々は，SWKB積分の値と系の準位構造との関係を調べるために，I, IIを満たすようなパラ
メータたちを含む可解系を考えたい．特に，SWKB積分の値と準位構造との関連をみるのに，
あるパラメータを連続的に変化させることで，古典的な形状不変系から別の系に写るものを採
用したい．我々は，このような可解系を既に知っている．4.5節の条件付き可解系である．こ
の系を解析することによって，我々は，準位構造の変化，即ちあるパラメータの変化に対して，
SWKB積分の値はどう振る舞うか，を調べることができる．以降，この小節では，最も簡単な
Hermiteの場合 (H)：

W (x; b, β) = ωx+ℏ
d

dx
lnu(x) , u(x) = 1F1

(
− b
4
,
1

2
;−ω

ℏ
x2
)
+β

√
ω

ℏ
x1F1

(
1

2
− b

4
,
3

2
;−ω

ℏ
x2
)

(5.28)

のみを扱うことにする．
この系に含まれるパラメータは，

ℏ , ω , b , β

の 4つである．このうち，Iの性質をもつのはパラメータ bで，IIの性質をもつのはパラメータ
βである．より詳細には，

I. パラメータ bを連続的に変化させることで，n = 0の基底状態を除く全ての励起状態のエ
ネルギー固有値が，bだけシフトする，

II. パラメータ βを連続的に変化させても，どの状態のエネルギー固有値も変化しない，

といえる．bと βには，系の構成法から，式 (4.72), (4.75)の制約：

b > −2 , |β| <
2Γ
(
b
4
+ 1
)

Γ
(
b
4
+ 1

2

) ,

が付く．その領域を図示すると，図 5.9のようになる．また，b = β = 0のとき，この系は 1次
元調和振動子の場合に帰着する．尚，残りのパラメータ（ℏとω）は，次に示すように，SWKB

積分には全く効いてこないため，ここでは考えない．
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図 5.9 条件を満たす bと βの領域（影のついた部分）．

5.4.2 条件付き可解系に対するSWKB条件

条件付き可解系 (H) の SWKB条件は， n = 0に対しては，

I(C,H) :=
1

ℏ

∫ aR

aL

√
0−W (x; b, β)2 dx ≡ 1

ℏ

∫ aR

aL

√
0−

(
ωx+ ℏ

d

dx
lnu(x)

)
dx = 0

であり，n ⩾ 1に対しては，

I(C,H) :=
1

ℏ

∫ aR

aL

√
(2n+ b)ℏω −W (x; b, β)2 dx

≡ 1

ℏ

∫ aR

aL

√
(2n+ b)ℏω −

(
ωx+ ℏ

d

dx
lnu(x)

)
dx = nπ (5.29)

と書かれる註20．SWKB条件の式を ℏで割った表式を採用しているのは，5.3.4節同様，この条
件が ℏによらずに成立するものだからである．ここで，x→ ξ ≡

√
ω/ℏ xなる変数変換を施せ

ば，SWKB条件 (5.29)は，

I(C,H) =

∫ ãR

ãL

√
2n+ b− W̃ (ξ; b, β)2 dξ ≡

∫ ãR

ãL

√
2n+ b−

(
ξ +

d

dξ
ln ũ(ξ)

)
dξ = nπ , (5.30)

ũ(ξ) = 1F1

(
− b
4
,
1

2
;−ξ2

)
+ βξ1F1

(
1

2
− b

4
,
3

2
;−ξ2

)
(5.31)

註20本節で我々が興味を持っているのは，系の準位構造と SWKB積分との関係である．実は，条件付き可解系の
場合にも SWKB積分の端点 {aL, aR}が複数組存在することがある．しかし，議論を単純化させるため，本論文
ではこの領域での議論は行わないことにする．
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となる．式 (5.30)から分かるように，この系の SWKB条件は，ℏと ωに全く依存しない形で書
き下される．本小節では，以降，簡単のために，ξ → x, •̃ → •と表記する．
5.3.4節と同様に，特定のパラメータの選択についての SWKB条件 (5.30)に対する計算結果
を，図 5.10, 5.11に示す．いずれも，Krein–Adler系に対する解析での議論と同様に，準位構造
が大きく変えられた n = 1のところで SWKB条件の破れが最大となり，そこから離れるほど誤
差は小さくなっている．
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(b) b = 1, β = 0のとき．

図 5.10 条件付き可解系 (H) に対する SWKB条件 (5.30)の計算結果（その 1）．
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(a) b = −1, β = 0.5のとき．
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(b) b = 5, β = 0のとき．

図 5.11 条件付き可解系 (H) に対する SWKB条件 (5.30)の計算結果（その 2）．

5.4.3 条件付き可解系を用いたSWKB条件の解析

■ 定式化

ここで，

• 条件付き可解系 は，古典的な形状不変系の変形で得られる（スーパーポテンシャルのに
“摂動スーパーポテンシャル”が加わる），

• SWKB条件 (2.49)は，古典的な形状不変系（b = β = 0の場合）に対して，厳密に成り
立つ，
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という 2点を併せて考えると，b ̸= 0かつ β ̸= 0の場合における SWKB積分の評価法に関して，
次の考えに至る．つまり，大雑把にいえば，SWKB積分 (5.30)を，1次元調和振動子の SWKB

積分： ∫ √
2n

−
√
2n

√
2n− x2 dx =

∫ √
2n

−
√
2n

√
(x+

√
2n)(
√
2n− x) dx , (5.32)

の近傍で展開する，という考えである．
この考えの具体的な定式化は，以下の通り．式 (5.30)の左辺に関して，∫ aR

aL

√
2n+ b−W (x; b, β)2 dx

=

∫ aR

aL

√
(x− aL)(aR − x)

√
1 +

2n+ b−W (x; b, β)2 − (x− aL)(aR − x)
(x− aL)(aR − x)

dx

∼=
∫ aR

aL

√
(x− aL)(aR − x)

×

{
∞∑
k=0

(−1)k(2k)!
(1− 2k)(k!)24k

[
2n+ b−W (x; b, β)2 − (x− aL)(aR − x)

(x− aL)(aR − x)

]k}
dx

=
∞∑
k=0

(−1)k(2k)!
(1− 2k)(k!)24k

∫ aR

aL

[2n+ b−W (x; b, β)2 − (x− aL)(aR − x)]k

[(x− aL)(aR − x)]k−1/2
dx (5.33)

という級数展開を考える．これは，結局，SWKB積分の被積分函数
√

2n+ b−W (x; b, β)2を，

2n+ b−W (x; b, β)2 − (x− aL)(aR − x)
(x− aL)(aR − x)

= 0

の周りでのTaylor展開を考えていることになる．この展開のパラメータは，

b→ 0 かつ β → 0 ⇐⇒ 2n+ b−W (x; b, β)2 − (x− aL)(aR − x)
(x− aL)(aR − x)

→ 0 (5.34)

である．従って，
2n+ b−W (x; b, β)2 − (x− aL)(aR − x)

(x− aL)(aR − x)
= 0

の周りで Taylor展開することは，b = β = 0の周りで Taylor展開することと等価だと考えら
れる．
更に，式 (5.33)最終行の級数は 0次の項に∫ aR

aL

√
(x− aL)(aR − x) dx (5.35)

をもち，これは式 (5.32)と同じ形である．b = β = 0のとき，

aL = −
√
2n , aR =

√
2n

となり，これは式 (5.32)と完全に一致する．以上の意味で，式 (5.33)の展開は，1次元調和振
動子の場合 (5.32)の近傍での展開であると解釈できる．またこれは，古典的な形状不変系を中
心に据えて種々の可解系を捉えていく，という我々の方針にも適合している．
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■ 我々の定式化の適用範囲

本項では，式 (5.33)の展開が可能な，パラメータ b, βの領域を調べる．我々がこの領域に興
味があるのは，この領域が，古典的な形状不変系を基準とした I(C,H)の評価，即ち，古典的な
形状不変系を中心とする我々の定式化が，適用可能であるような領域を示しているからである．
この領域のパラメータを選んだ場合，その系は，SWKB条件の意味において，古典的な形状不
変系の近傍に属する系であるという見方ができる．
式 (5.33)の級数展開において，収束半径を考えると，このTaylor展開ができるのは，

−1 ⩽ 2n+ b−W (x; b, β)2 − (−aL + x)(aR − x)
(−aL + x)(aR − x)

⩽ 1

∴ max

{∣∣∣∣2n+ b−W (x; b, β)2 − (−aL + x)(aR − x)
(−aL + x)(aR − x)

∣∣∣∣ ;x ∈ [aL, aR]

}
⩽ 1 (5.36)

のときである．系のパラメータは b, βの 2種なので，不等式 (5.36)を解くことで，式 (5.33)の
展開ができるようなパラメータの組み合わせ {b, β}が求められる．その解は，おおよそ，b, βが
小さい領域である，と期待される．しかし残念ながら，不等式 (5.36)は，aL, aRを決定する方
程式が解析的に解けないことなどによって，数値的に解くしかない．以下では，β = 0と b = 0

のふたつの場合についての具体的な計算結果を示した後に，最終的に得られる不等式 (5.36)を
満たす b, βの領域を (b, β)-平面上に図示する．まず，β = 0のとき，展開のパラメータは，

2n+ b−W (x; b, 0)2 − (a+ x)(a− x)
(a+ x)(a− x)

となる．ただし，この場合は |aL| = |aR|（≡ aとおく）である. このとき，式 (5.36)の左辺は，∣∣∣∣2n+ b− a2

a2

∣∣∣∣ (5.37)

と計算される．式 (5.37)を n = 1, 2, 3の場合についてプロットしたものが，図 5.12である．更
に，n番目の準位に関して bの取り得る範囲をBnと書けば，B1 ⊂ B2 ⊂ B3 ⊂ · · · となること
が確かめられる．よって，式 (5.33)の展開級数が準位に依らず収束するためには，bの範囲を
B1とすればよい．
次に，b = 0のとき，展開のパラメータは，

2n−W (x; 0, β)2 − (−aL + x)(aR − x)
(−aL + x)(aR − x)

となる．このとき，式 (5.36)の左辺は，

max

{∣∣∣∣2n−W (x; 0, β)2 − (−aL + x)(aR − x)
(−aL + x)(aR − x)

∣∣∣∣ ;x ∈ [aL, aR]

}
(5.38)

と書かれ，これ以上解析的には計算されない．式 (5.38)を n = 1, 2, 3の場合についてプロット
したものが，図 5.13である．

96 第 5章 可解系と SWKB条件



-2 -1 0 1 2
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

b

図 5.12 展開パラメータの最大値 (5.37)の計算結果．ただし，n = 1（青），n = 2（黄），n = 3

（緑）の場合をプロットした．尚，bの下限が−2でないのは，SWKB積分の端点が複数組存在
しないような領域のみを考えているからである．
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図 5.13 展開パラメータの最大値 (5.38)の計算結果．ただし，n = 1（青），n = 2（黄），n = 3

（緑）の場合をプロットした．

これらのような計算を繰り返すことで，式 (5.36)を満たす b, βの領域は，n = 1のとき，図
5.14中で影をつけた部分のように求まる．また，b ̸= 0, β ̸= 0の場合にも前の例と同様に，式
(5.33)の展開級数が準位に依らず収束するためには，この場合，βは n = 1のときの βの取り
得る範囲を考えれば良いことが計算で確かめられる．
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図 5.14 式 (5.33)の展開が可能な (b, β)-平面上の領域（影のついた部分）．ただし，n = 1の
とき．

■ β = 0に固定したときの SWKB積分の b依存性 (I)

本項では，まず，SWKB積分 I(C,H)の b依存性を議論する．ただし，簡単のために，β = 0と
する．
SWKB積分およびその展開は，

I(C,H) =

∫ a

−a

√
2n+ b−W (x; b, 0)2 dx (5.39)

∼=
∞∑
k=0

(−1)k(2k)!
(1− 2k)(k!)24k

∫ a

−a

[2n+ b−W (x; b, 0)2 − (a+ x)(a− x)]k

[(a+ x)(a− x)]k−1/2
dx (5.40)

と書かれ，これは明らかに b依存性をもつ．尚，この場合，W (x; b, 0)2は偶函数になるので，
|aL| = |aR|（≡ aとおく）である．例えば，n = 1の場合について，この積分の計算結果は，図
5.15のようになる．
図 5.15から分かるように，（b = 0付近での）SWKB積分 (5.39)の b依存性について，以下の
ことがいえる：

• b > 0の領域では，I(C,H) > nπとなる．

• b < 0の領域では，I(C,H) < nπとなる．

尚，この振る舞いは n = 1で特に顕著となるものの，n ⩾ 2に対しても b = 0付近では，同じこ
とがいえる．
式 (5.40)の展開が可能なのは，パラメータ bを図 5.14の領域内から選んだ場合である．式

(5.40)について，展開の 3次までを図 5.16にプロットした．
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図 5.15 β = 0に固定したときの SWKB積分 (5.39)の計算結果（n = 1）．
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図 5.16 SWKB積分及びその展開式 (5.39)の計算結果．ただし，展開の 0次のみ（灰），1次
まで（青），2次まで（緑），3次まで（赤）の場合をプロットした．尚，展開級数が収束する b

の範囲は，およそ−1.64から 1.44である．
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■ b = 0に固定したときの SWKB積分の β依存性 (II)

続いて，SWKB積分 I(C,H)の β依存性を議論する．ただし，簡単のために，b = 0とする．
SWKB積分およびその展開は，

I(C,H) =

∫ aR

aL

√
2n−W (x; 0, β)2 dx (5.41)

∼=
∞∑
k=0

(−1)k(2k)!
(1− 2k)(k!)24k

∫ aR

aL

[2n−W (x; 0, β)2 − (−aL + x)(aR − x)]k

[(−aL + x)(aR − x)]k−1/2
dx (5.42)

と書かれ，これは明らかに β依存性をもつ．例えば，n = 1の場合について，この積分の計算
結果は，図 5.17のようになる．
図 5.17から分かるように，（β = 0付近での）SWKB積分 (5.41)の β依存性について，次の
ことがいえる．つまり，βの正負によらず，I(C,H) ≈ nπであり，β依存性がほとんど見られな
い．尚，この振る舞いは n ⩾ 2に対しても同じことがいえる．
式 (5.42)の展開が可能なのは，パラメータ β を図 5.14の領域内から選んだ場合である．式

(5.42)について，展開の 3次までを図 5.18にプロットした．
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図 5.17 b = 0に固定したときの SWKB積分 (5.41)の計算結果（n = 1）．
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図 5.18 SWKB積分及びその展開式 (5.41)の計算結果．ただし，展開の 0次のみ（灰），1次
まで（青），2次まで（緑），3次まで（赤）の場合をプロットした．尚，展開級数が収束する b

の範囲は，およそ−1.01から 1.01である．

尚，我々は，b ̸= 0かつ β ̸= 0の場合にもこれまでと同様の議論が可能であることを確かめて
いる．

■ 議論

本小節の議論から，条件付き可解系 (H) は，式 (5.33)の意味において，古典的な形状不変系
との関係を定量的に記述することができる．ただし，この議論が有効なのは，系に含まれるパ
ラメータ b, βが，図 5.14中の影のついた領域にある場合である．
このような場合について，式 (5.33)の定式化は，SWKB条件が破れる機構について，次のよ
うな解釈を与える．つまり，条件付き可解系 (H) と対応する古典的な形状不変系である 1次元
調和振動子の準位構造の差異が SWKB積分の値に与える影響は，式 (5.33)における展開の高
次項が効いてくることで引き起こされるものだ，という解釈である．1次元調和振動子の場合
には，式 (5.33)の表式に k ⩾ 1の展開の高次項は現れず，ゼロ次 (k = 0) のみを考えることに
なる．他方，展開の高次項が現れるのは，条件付き可解系 (H)（b ̸= 0または β ̸= 0の場合）を
考えた場合である．図 5.16, 5.18からは，条件付き可解系 (H) の場合には，ゼロ次 (k = 0) に
加えて，高次項の寄与を考えることで SWKB積分の値を再現することが見てとれる．
また，以上のことから，SWKB条件を通して条件付き可解系 (H) を捉え直すことで，特定の
パラメータの範囲での条件付き可解系 (H) が，1次元調和振動子の周りでの展開として理解で
きることが分かった．
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5.5 本章の結論
我々は，SWKB条件に着目し，古典的な形状不変系との対比において種々の可解系を評価し
た．このように SWKB条件を可解系を捉え直す指標とすることは，我々の形状不変性を可解
性の中心に据える立場とも適合し，また SWKB条件の解析は全ての可解系に対して行えるとい
う利点もある．
本章ではまず，SWKB条件に対する基本的な理解として，次の事柄を確かめた．第1に，SWKB

条件がWKB量子化条件から導出されるものではなく，また実際には ℏに全く依らない条件で
あることと併せて，この条件式は半古典近似を意味しない（5.1.2節）．第 2に，古典的な形状
不変系に対して SWKB条件が厳密に成り立ち（5.2節），古典的な形状不変系を質量が位置に依
存する場合に拡張した模型に対しても，適当に拡張された SWKB条件が厳密に成り立つ（5.3.2

節）．
次に，多添字系とよばれる新たな形状不変系に対しては SWKB条件が厳密には成り立たな
いこと（5.3.3節）を確かめた．形状不変系以外では SWKB条件が成り立たないという先行研
究の主張と併せて考えることで，種々の可解系に対して SWKB条件の解析をすることが，その
系を古典的な形状不変系との比較することになると分かる．
更に，Krein–Adler系に対する SWKB条件の解析をすることで，SWKB条件の破れが，その
系の準位構造と対応する古典的な形状不変系の準位構造との差異を捉えていることが分かった
（5.3節）．このことをより詳しく調べるために，条件付き可解系において，準位構造が変化する
ことによって SWKB条件の厳密性が破れることの定量的な評価を与え，特定のパラメータの範
囲では条件付き可解系が古典的な形状不変系周りでの級数展開の形で理解できることを見出し
た（5.4節）．
このようにして，我々は，SWKB条件によって可解系の特徴，とりわけその系の準位構造と，
対応する古典的な形状不変系の準位構造との差異に関する情報が得られることが分かり，種々
の可解系を SWKB条件の破れに基づいて捉え直す視点を得た，といえる．また，ここでの様々
な議論を通して，古典的な形状不変系が可解系の中でも特に中心的で重要な意味をもっている
ことが間接的に確かめられた．
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第6章

形状不変系の重ね合わせポテンシャル

本章は，概要における B. の研究に当たり，前章と共に，本論文の独自な研究の部分である．
本章の構成は，以下の通り．まず，6.1節において，本章を通じて議論する問題の設定を述べる．

6.2節は，主に，我々と同様の問題を議論している先行研究 [71]のレヴューである．続く 6.3節では，
重いバリオンの質量スペクトルを例に，この系が実際の物理現象に応用可能であることを示す．6.4
節では，6.2節の処方を（部分的に）改良する．我々は，問題の解法だけでなく，系自体の数理的な
構造にも興味があり，形状不変系の代数構造を拡張したものによって，この系の数理構造の探索を行
う．この議論は，6.5節にある．本章の最後（6.6節）では，B. の研究の結論を述べる．

6.1 問題設定

6.1.1 xの冪から成る複合ポテンシャル

本章では，

V (x) =
ℓ(ℓ+ 1)

x2
+ ax+ bx2 − c

x
, ℓ, a, b, c > 0 , x ∈ [0,∞) (6.1)

の形で書かれるポテンシャルに対するポテンシャル問題を考える．この問題は，基底状態に関
してのみ解析解が得られ，それ以外の励起状態は可解でない註21．しかしながら，2017年に，励
起状態のエネルギー固有値を近似的に計算する方法が，S. Beraらによって提案された [71]．S.

Beraらの試みは，形状不変性の性質を非可解系の近似計算に応用したものである，といえる．
尚，式 (6.1)のポテンシャルは，xの冪を組み合わせた (mixed) ポテンシャルであり，その各
項に対しては，次のような物理的解釈を付与することができる：

• ℓ(ℓ+ 1)

x2
： 遠心力ポテンシャル．

• ax ： 線形ポテンシャル．

• bx2 ： 調和振動子．

• − c

x
： Coulombポテンシャル．

このようなポテンシャルを考えることのできる実際の物理系として，重いバリオンの内部運動
が挙げられる．この場合にポテンシャル (6.1)の各項が表す意味は，6.3節で詳細に議論する．

註21準可解系のひとつである．準可解系については，附録 D.1を参照．
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6.1.2 スーパーポテンシャルの重ね合わせ

■ 一般論

4.5節において，形状不変系を元に，条件付き可解系を構成した．そこでは，系のスーパーポ
テンシャルを，

W (x) = W0(x) +W1(x) (4.60)

の形で導入した．式 (4.60)は，形状不変系のスーパーポテンシャルW0(x)と，別のスーパーポ
テンシャルW1(x)との重ね合わせである，と見ることができる．
2つのスーパーポテンシャルの重ね合わせは，一般には，スーパーポテンシャルWA(x)と

WB(x)に対して，
W (x) = αWA(x) + βWB(x) (6.2)

と書き表される．ただし，α, βは非負の定数で，α + β = 1を満たし，系 Aと系 Bとの“混
合比”を表している．つまり，αと βは，系Aと系 Bとの重ね合わせで構成された式 (6.2)の
系において，それぞれの系の寄与がどの程度であるかを表している．例えば，α/β ≫ 1であれ
ば，式 (6.2)の系において系 Aが支配的であることを表している．また，α/β ≪ 1であれば，
式 (6.2)の系において系Bが支配的であることを表している．

■ 古典的な形状不変系同士の重ね合わせと xの冪から成る複合ポテンシャル

本項では，式 (6.2)の具体例として，動径振動子のスーパーポテンシャル：

WR(x) = ωx− ℏgR
x

, (6.3)

とCoulombポテンシャルのスーパーポテンシャル：

WC(x) =
e2

2ℏgC
− ℏgC

x
, (6.4)

との重ね合わせを考える．この系のスーパーポテンシャルは，

W (x) := εWR(x) + (1− ε)WC(x) = εωx− εℏgR
x

+
(1− ε)e2

2ℏgC
− (1− ε)ℏgC

x

≡ εωx− ℏ(ℓ+ 1)

x
+

(1− ε)c
2ℏ(ℓ+ 1)

(6.5)

である．ただし，

εℏgR + (1− ε)ℏgC ≡ ℏ(ℓ+ 1) ,
ℓ+ 1

gC
· e2 ≡ c

とおいた．また，εは 0 < ε < 1である．本章では，以降，特に断らない限り簡単のため ℏ = 1

とおくことにする．
式 (6.5)の系では，ポテンシャル V (x)は，

V (x) = W (x)2 − dW (x)

dx

=
ℓ(ℓ+ 1)

x2
+
ε(1− ε)ωc
ℓ+ 1

x+ ε2ω2x2 − c

x
+

(1− ε)2c2

4(ℓ+ 1)2
− εω − 2εω(ℓ+ 1) (6.6)
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と計算される．これは，定数分の差を除いて，式 (6.1)の形のポテンシャルである．従って，式
(6.1)の形のポテンシャルは，スーパーポテンシャルの意味において，動径振動子の系とCoulomb

ポテンシャルの系とを重ね合わせた系である，と理解することができる．この意味において，
この系は，可解系の周縁に存在する問題だと考えられる．

6.2 「解ける量子力学」の枠組みの限界とS. Beraらによる処方

6.2.1 「解ける量子力学」の枠組みの限界

式 (6.1)のポテンシャル問題を考える．2章に示した「解ける量子力学」の枠組みに基づいて，
この問題を解いてゆくことを考える．
まず，式 (6.1)型のポテンシャルをもつ系のハミルトニアン：

H[0] = − d2

dx2
+
ℓ(ℓ+ 1)

x2
+ ax+ bx2 − c

x
− E0 , (6.7)

を，式 (2.8)のように因子化することを考える. ただし，E0は系の最低固有値である．

− d2

dx2
+
ℓ(ℓ+ 1)

x2
+ ax+ bx2 − c

x
− E0 ≡

(
− d

dx
+ px− q

x
+ r

)(
d

dx
+ px− q

x
+ r

)
. (6.8)

ここで，パラメータ {ℓ, a, b, c}を用いて，{p, q, r}を書き下すことができれば，ハミルトニアン
を因子化できたことになる．式 (6.8)の右辺を展開し，両辺の係数を比較することで，パラメー
タ {ℓ, a, b, c}と {p, q, r}との関係式は，以下のように求まる．

q(q − 1) = ℓ(ℓ+ 1) ,

p2 = b ,

2qr = c ,

2pr = a .

(6.9a)

(6.9b)

(6.9c)

(6.9d)

また，基底状態のエネルギー固有値E0は，パラメータ {p, q, r}を用いて，

r2 − 2pq − p = −E0 (6.10)

と表されることも分かる．式 (6.9)は，未知のパラメータ 3つに対して，関係式が 4つあるため，
所謂「過決定系 (overdetermined system)」になっている．そこで，元のパラメータ {ℓ, a, b, c}
に，それらが式 (6.9)を満たすような制約を課すことで，式 (6.8)の因子化を試みる．我々がパ
ラメータ {ℓ, a, b, c}に課す条件は，

ℓ+ 1 =

√
bc

a
i.e. a =

√
bc

ℓ+ 1
(6.11)

である．この下で，パラメータ {p, q, r}は，
p =
√
b ,

q =

√
bc

a
= ℓ+ 1 ,

r =
a

2
√
b
=

c

2(ℓ+ 1)

(6.12a)

(6.12b)

(6.12c)
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と決定される．また，基底状態のエネルギー固有値E0は，{ℓ, a, b, c}を用いて，

E0 = −
a2

4b
− 2bc

a
+
√
b = − c2

4(ℓ+ 1)2
+ 2
√
b(ℓ+ 1) +

√
b (6.13)

と書かれる．
また，基底状態の波動函数は，(

d

dx
+
√
bx− ℓ+ 1

x
+

c

2(ℓ+ 1)

)
ψ0(x) = 0 (6.14)

から，

ψ0(x) = Nxℓ+1 exp

[
−
√
b

2
x2 − c

2(ℓ+ 1)
x

]
(6.15)

と求まる．ここで，規格化定数をN と書いた．
次に，第 1励起状態について求めるために，ハミルトニアン (6.7)の超対称パートナーのハミ
ルトニアンH[1]を以下で定義する：

H[1] :=

(
d

dx
+ px− q

x
+ r

)(
− d

dx
+ px− q

x
+ r

)
= − d2

dx2
+
q(q + 1)

x2
+ 2prx+ p2x2 − 2qr

x
+ r2 − 2pq + p

≡ − d2

dx2
+
ℓ1(ℓ1 + 1)

x2
+ ax+ bx2 − c

x
+R . (6.16)

ここで，
R ≡ r2 − 2pq + p (6.17)

であり，また ℓ1について，

ℓ1(ℓ1 + 1) = b(b+ 1) = (ℓ+ 1)(ℓ+ 2) (6.18)

である．ここで，式 (6.16)のハミルトニアンH[1]を半正定値化したものは，式 (6.7)のハミル
トニアンH[0]と同一の関数形をもつにも関わらず，因子化できない．このことは，次の事情に
よる．仮に，

H[1] − E1 ≡
(
− d

dx
+ p̃x− q̃

x
+ r̃

)(
d

dx
+ p̃x− q̃

x
+ r̃

)
とおいたとする．このとき，先ほどのパラメータ {p, q, r}を決定する議論と同様に，パラメー
タ {p̃, q̃, r̃}を決定しようとしてみる．パラメータ {ℓ1, a, b, c}と {p̃, q̃, r̃}に対して，

q̃(q̃ − 1) = ℓ1(ℓ1 + 1) ,

p̃2 = b ,

2q̃r̃ = c ,

2p̃r̃ = a .

(6.19a)

(6.19b)

(6.19c)

(6.19d)

という 4つの関係式を得る．パラメータ {p̃, q̃, r̃}を決定するためには，{ℓ1, a, b, c}の間に，

ℓ1 + 1 =

√
bc

a
i.e. a =

√
bc

ℓ1 + 1
(6.20)
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という制約が課されるのだが，式 (6.18)より ℓ1 = ℓ + 1 ̸= ℓであるため，式 (6.11)と両立し得
ない．従って，「解ける量子力学」の枠組みをHの系 (6.7)に適用することはできず註22，基底
状態以外の励起状態について解析解を得ることができない．この意味で，Hの系 (6.7)は可解
系ではない．

6.2.2 S. Beraらによる処方

本小節では，S. Beraらによる式 (6.1)型のポテンシャルをもつ系のエネルギー固有値を求め
るための処方 [71]を説明する．彼らの試みは，B. Chakrabartiらによる一連の「条件付き形状
不変系 (conditional shape invariance)」に関する仕事 [72, 73, 74, 71, 75]の一部であり，この処
方は形状不変性の性質を非可解系の近似計算に応用したものと理解できる．本論文において，
条件付き形状不変系についての包括的なまとめは行わないものの，その意味は，本小節で明ら
かになる．尚，S. Beraらは，この系が形状不変形の重ね合わせであるという認識を持ってい
ない．
新たなハミルトニアン H̃[1]を次のように定義する：

H̃[1] :=

(
− d

dx
+
√
bx+

ℓ1 + 1

x
− c

2(ℓ1 + 1)

)(
d

dx
+
√
bx+

ℓ1 + 1

x
− c

2(ℓ1 + 1)

)
= − d2

dx2
+
ℓ1(ℓ1 + 1)

x2
+ a1x+ bx2 − c

x
+

c2

4(ℓ1 + 1)2
− 2
√
b(ℓ1 + 1)−

√
b . (6.21)

ただし，

a1 ≡
√
bc

ℓ1 + 1
(6.22)

とした．S. Beraらは，このハミルトニアン H̃[1]に対して，「解ける量子力学」の枠組みからの
類推で，

H[1] ≃ H̃[1] + Ẽ1 (6.23)

という仮定をおいた．記号≃は，両辺が厳密に等しくはなく，あくまで近似的に等しいという
ことを表している．また，

Ẽ1 ≡
c2

4(ℓ+ 1)2
− 2
√
b(ℓ+ 1) +

√
b−

(
c2

4(ℓ1 + 1)2
− 2
√
b(ℓ1 + 1)−

√
b

)
(6.24)

と計算される．この仮定の下で，元の系H[0](6.7)の第 1励起状態のエネルギー固有値は，

E1 ≃ E0 + Ẽ1 = −
c2

4(ℓ1 + 1)2
+ 2
√
b(ℓ1 + 1) + 3

√
b (6.25)

と求まる．
更に，この処方を繰り返し行うことで，元の系H[0](6.7)の第 n励起状態のエネルギー固有値
を次のように求めることができる：

En ≃ −
c2

4(ℓn + 1)2
+ 2
√
b(ℓn + 1) + (2n+ 1)

√
b

= − c2

4(ℓ+ n+ 1)2
+ 2
√
b(ℓ+ 1) + (4n+ 1)

√
b . (6.26)

註22 2章でも述べた通り，「解ける量子力学」の枠組みは，原理的には常に適用できる．
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ただし，ふたつ目の等号では，ℓn = ℓ+ nであることを用いた．また，このときのハミルトニ
アンは，

H̃[n] = − d2

dx2
+
ℓn(ℓn + 1)

x2
+ anx+ bx2 − c

x
+

c2

4(ℓn + 1)2
− 2
√
b(ℓn + 1)−

√
b (6.27)

であり，anは，

an ≡
√
bc

ℓn + 1
(6.28)

である．
以上で紹介してきた，式 (6.1)型のポテンシャル問題に対する S. Beraらの処方は，パラメー
タ {a, b, c}をうまく選べば，非常によい近似解を与えることが確かめられている．具体的には，
aの値が充分に小さければ，即ち b, cの値が充分小さいか ℓnが充分大きければよい．ただし，
これ以上の近似の評価基準や評価式は，彼らによって与えられておらず，この近似解法には，
数学的・数理的に確立したものだとはいえない．この議論を我々は，6.4節において行う．

6.3 物理的応用例
本節では，式 (6.1)型のポテンシャル問題が，実際の物理現象を記述し得る模型に応用される
ことを示す．尚，本節は，本研究B. の一部を成すものの，他の節とは（6.2.2節の結果を用い
ることを除いて）独立しているため，読み飛ばすことも可能である．

6.3.1 重いバリオンの質量スペクトル

■ 式 (6.1)型のポテンシャル問題の物理的応用

式 (6.1)型のポテンシャルは，線形項をもつことから，式 (6.1)型のポテンシャルは強い相互
作用をする系の有効模型となっていることが考えられる．特に，バリオンは，3つのクォーク
から構成されていると考えることで，3体問題としての扱いができる．更に，重いバリオン（後
述）では，例えばΣ+

b 粒子の質量は 5.8 GeV程度で [76]，非常に重いことから，非相対論的取
り扱いをしてもよいと考えられる．
一般に，N体問題は，重心運動と内部運動とに分けて議論される（附録E.4参照）．重いバリ
オン系に対するこの有効模型では，内部運動が素粒子間の相互作用を記述しており，粒子の質
量スペクトルを求めるには，内部運動のエネルギースペクトルを求めればよい．
以上から，我々は，式 (6.1)型のポテンシャル問題を，重いバリオン系の質量スペクトルを
求める問題に応用することを考える．ただし，座標 xは 3粒子の位置関係に依存するので，例
えば c/xの項は，3体力としてのCoulomb型の相互作用を表していると解釈されるべきであっ
て，2粒子間の相互作用を記述しているとは解釈できないことに注意する必要がある．尚，座
標 xの定義は，次小節で与える．この問題において，式 (6.1)型のポテンシャルの各項に対して
次のような解釈を与えることができる：

• 遠心力ポテンシャル ℓ(ℓ+ 1)

x2
： 3体問題に対する“遠心力”，即ち“軌道角運動量”

の効果を表す．

• 線形ポテンシャル ax ： 3体力としての線形閉じ込めを表す．
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• 調和振動子 bx2 ： 2体力の寄与を表す註23．

• Coulombポテンシャル− c
x
： 3体力としてのCoulomb型の相互作用の寄与を表す．

■ 重いバリオン

以下，重いバリオンについて，簡単な説明を付しておく．
バリオン (baryon) 註24は，3つのクォーク註25から成る Fermi粒子 (qq′q′′) で，物質を構成す
る基本粒子である．バリオンは，強い相互作用をする粒子であるハドロンの一種である．ハド
ロンには，バリオンの他に，2つのクォークから成るBose粒子 (qq′) で，相互作用を媒介する
メソンがある．バリオンの最も身近な例は，原子核を構成する陽子 (p) や中性子 (n) である．
特に，バリオンのうち少なくともひとつのボトム・クォーク (b)註26かチャーム・クォーク (c)

（またはトップ・クォーク (t)）を含むものを，重いバリオン (heavy-quark baryon) という．近
年，この重いバリオンが注目を集めている．それは，軽いクォークたち（アップ・クォーク (u)，
ダウン・クォーク (d)，ストレインジ・クォーク (s)）の性質を知るのに役立ったり，軽いクォー
クと重いクォークとの間の相互作用の性質を知るのに役立つことが期待できるからである．

6.3.2 Hypercentral Constituent Quark Model

■ 概要

Hypercentral Constituent Quark Model (hCQM) [77]註27は，バリオンの内部構造を記述する
有効模型として，1995年にM. Ferrarisらによって導入された．バリオン内部のクォーク 3体
問題に対して，3体力と 2体力の寄与を“中心力”として扱った模型である（スピンの寄与は
ここに含まれない）．尚，バリオンの内部構造の 6自由度のうち，“動径成分”以外の 5成分は，
超球面調和函数 [78, 79, 80]（附録 E.4.3参照）を用いて表される．
このようにN 体問題に対してその“中心力問題”を考える定式化は，バリオンの内部構造に
限らず，物理や化学の分野において束縛状態のエネルギー固有値や散乱問題を解くのにしばし
ば用いられている．

註23調和振動子型の 2体力が働いていると考えると，その総和は，∑
i<j

1

2
kij(ri − rj)

2 ≡ bx2 (6.29)

と書かれる．
註24バリオン (baryon) の語源は，ギリシャ語で「重い」を意味する “βαρυς” である．
註25クォーク (quark) は，J. Joyceの小説 Finnegans Wake にある一節：

Three quarks for Muster Mark!

に由来する．
註26一部の物理学者は，ビューティー・クォーク (beauty quark) という名称を好む．また，それに伴って，トッ
プ・クォークはトゥルース・クォーク (truth quark) とよばれることがある．
註27Constituent Quark Model (CQM): 構成子クォーク模型．
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1

2
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∝ ρ

∝ λ

図 6.1 座標のとり方．

■ 座標系の設定

質量m1, m2, m3の粒子 1, 2, 3から成る 3体系の問題を考える．粒子 1–3の座標をそれぞれ
r1, r2, r3と書く．ここで，各座標に粒子の質量の重みを付けるような座標変換：

xi :=

√
mi

M
ri , i = 1, 2, 3 , (6.30)

を考える [81]．ここで，M は参照質量 (reference mass) とよばれる，質量の次元をもったパラ
メータである．またこのとき，座標に関する微分演算は，

∇ri =

√
mi

M
∇xi

, ∇2
ri
=
mi

M
∇2

xi
(6.31)

などである．この座標変換によって，運動項 T は質量miに依存しない形で書き換えることが
できる：

T = −
3∑

i=1

ℏ2

2mi

∇2
ri
= − ℏ2

2M

3∑
i=1

∇2
xi
. (6.32)

尚，3粒子が等質量の場合m1 = m2 = m3 ≡ mの場合には，M = mとすることで，この座標
変換 (6.30)の必要はない：xi = ri．
次に Jacobi相対座標系（以降は簡単に，Jacobi座標系と記す；附録E.4.1参照）を導入する．

Jacobi座標系 {ρ1,ρ2,ρ3}は，

ρ1 :=

√
m2

m1 +m2

x1 −
√

m1

m1 +m2

x2 ≡ ρ ,

ρ2 :=

√
m3m1

mtot(m1 +m2)
x1 +

√
m2m3

mtot(m1 +m2)
x2 −

√
m1 +m2

mtot

x3 ≡ λ ,

ρ3 :=

√
m1M

mtot

x1 +

√
m2M

mtot

x2 +

√
m3M

mtot

x3 ≡ RCM ,

(6.33a)

(6.33b)

(6.33c)

で定義される（図 6.1参照）．mtotは，系の全質量を表している：mtot := m1 +m2 +m3．また，
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ρ3 ≡ RCMは，系の質量中心（重心）を表している：

RCM :=

3∑
i=1

miri

mtot

.

ここで，式 (6.33)を

ρi =
3∑

j=1

cijxj (6.34)

と書くと，係数行列 cijについて，
3∑

i=1

cjicik = δjk (6.35)

という関係が成り立っている．尚，前述の通り我々が興味があるのは系の内部運動なので，こ
れ以降は {ρ,λ}についてのみ議論する．
ρ, λは，それぞれ3次元空間内のベクトルであり，自由度は全部で6である．これらを極座標表
示で，ρ = (ρ, θρ, φρ)，λ = (λ, θλ, φλ)と書くことにする．このとき，ハイパー動径 (hyperradius)

xを
x :=

√
ρ2 + λ2 (6.36)

で定義し，残りの角度成分を Ω ≡ {ξ, θρ, φρ, θλ, φλ}とし，Ωをハイパー角 (hyperangles) とよ
ぶ．ただし，

ξ := arctan
(ρ
λ

)
(6.37)

と定義した．結局，6つの自由度は，

{x, ξ, θρ, φρ, θλ, φλ} (6.38)

である．式 (6.38)の座標系を，超球面座標系 (hyperspherical coordinates)とよぶ．また，特に，
{θρ, φρ}をまとめてΩρと，{θλ, φλ}をまとめてΩλと書く．例えば，

dΩρ = ρ2 sin θρdθρdφρ

などである．

■ Schödinger方程式の立式

これ以降では，自然単位系 ℏ = c = 1を採用する．運動項 T は，式 (6.32)から更に，

T = − 1

2M

3∑
i=1

∇2
xi

= − 1

2mtot

∇2
RCM
− 1

2M

(
∇2

ρ +∇2
λ

)
(6.39)

と変形され，第 1項の重心運動と第 2項の内部運動とに分離することができる．従って，内部
運動の Schrödinger方程式は，前述の通り，ポテンシャルがハイパー動径 xにのみ依存してい
るとして， [

− 1

2m

(
∇2

ρ +∇2
λ

)
+ V (x)

]
Ψ(x,Ω) = EΨ(x,Ω) (6.40)
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と書かれる．ここで，

∇2
ρ +∇2

λ =
∂2

∂x2
+

5

x

∂

∂x
+

Λ2(Ω)

x2
(6.41)

である．ただし，

Λ2(Ω) ≡ ∂2

∂ξ2
−

L2
ρ

sin2 ξ
− L2

λ

cos2 ξ
+ 2(cot ξ − tan ξ)

∂

∂ξ
, (6.42)

L2
α ≡ −

1

sin θα

∂

∂θα

(
sin θα

∂

∂θα

)
− 1

sin2 θα

∂2

∂φ2
α

, (α = ρ,λ) . (6.43)

以上から，Schrödinger方程式 (6.40)は，[
− 1

2M

(
∂2

∂x2
+

5

x

∂

∂x
+

Λ2(Ω)

x2

)
+ V (x)

]
Ψ(x,Ω) = EΨ(x,Ω) (6.44)

となるが，ここで更に，変数分離形 Ψ(x,Ω) ≡ x5/2ψ(x)Y (Ω)を仮定すれば，
[
− 1

2M

(
d2

dx2
+

Λ2(Ω)− 15
4

x2

)
+ V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x) ,

Λ2(Ω)Y (Ω) = −γ(γ + 4)Y (Ω)

(6.45a)

(6.45b)

となる．ただし，γはハイパー軌道角運動量の量子数である．よって，ハイパー動径成分につ
いての Schrödinger方程式は，[

− 1

2M

d2

dx2
+
γ(γ + 4) + 15

4

x2
+ V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x) (6.46)

と書かれる．以下，特定のポテンシャル V (x)に対して，この Schrödinger方程式を解くことを
考える．

6.3.3 重いバリオンの質量スペクトルの計算

■ 内部運動エネルギーの計算

ポテンシャル V (x)が，
V (x) = ax+ bx2 − c

x

と書かれる場合を考える．また，一般性を失わずに，M = 1/2とおくことができる．このとき，
解くべき Schrödinger方程式は，式 (6.46)より，[

− d2

dx2
+
γ(γ + 4) + 15

4

x2
+ ax+ bx2 − c

x

]
ψn(x) = Enψn(x) (6.47)

である．γ(γ + 4) + 15
4
=
(
γ + 1

2

) (
γ + 3

2

)
であるから，6.2.2節の議論で，ℓ→ γ + 1

2
として，エ

ネルギー固有値Enは，

En ≃ −
c2

4(γ + n+ 5
2
)2

+ 2
√
b

(
γ +

5

2

)
+ (4n+ 1)

√
b (6.48)
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と求まる．
以下では，ポテンシャル V (x)に含まれるパラメータ a, b, cの決定方法を述べる．
本研究では，まず，非相対論的な枠組みで重いバリオン系の質量スペクトルの計算を行った，

K. Thakkarらによる先行研究 [82]に従って，パラメータ cは，

c =
2

3
· 0.6

1 + 33−2.5
12π
· 0.6 · ln m1+m2+m3

1 GeV

≡ 2

3
αs (6.49)

と採ることにする．また，パラメータ aについても，K. Thakkarら [82]と同様に，基底状態の
エネルギー固有値が，実験で得られている重いバリオンの質量M (exp)を再現するように選ぶこ
とにする：

a =
c3

(2γ + 5)3(γ + 3)
+

c

(2γ + 5)(γ + 3)

(
M (exp) −mtot

)
. (6.50)

最後に，パラメータ bの決め方を述べる．これが，我々の枠組みに独自の部分で，K. Thakkar

らの先行研究 [82]とは異なる部分である．我々は，ハミルトニアンの因子化 (6.8)を可能にす
るための条件 (6.11)：

b =
a2(2γ + 5)2

4c2
(6.51)

から決定することにする．これは，未知の物理的なスペクトルに，可解性の根幹にあるハミル
トニアンの因子化による寄与が含まれている，との発想に基づく．

■ 質量スペクトルの計算

重いバリオン系の質量は，各素粒子の質量の総和と内部運動エネルギーを足し合わせること
によって，

Mn = mtot + En (6.52)

で与えられる．
ここでは，1例として，重いバリオンΣ+

b の質量スペクトルを計算する．Σ+
b は，アップ・クォー

ク (u) 2つとボトム・クォーク (b) 1つとから成る 3粒子系である．実際の計算では，座標 xの
定義において，1番目と 2番目の粒子にアップ・クォーク (u)を，3番目の粒子にボトム・クォー
ク (b)をとっている．この意図は，次の小節で明らかになるが，ボトム・クォーク (b)の周りを
アップ・クォーク (u) が運動している，という描像を考えていることにある．また，各クォー
クの質量には，構成子クォークの質量（表 6.1参照）を用いた．

表 6.1 構成子クォークの質量．

クォーク 質量m /GeV

アップ (u) 0.338

ボトム (b) 4.67
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図 6.2に重いバリオンΣ+
b の質量スペクトルの計算結果を示す．図 6.2中には，重いバリオン

Σ+
b の質量の実験値 [76]：

M (exp) = 5.8113 GeV ,

も併せてプロットしている．
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図 6.2 重いバリオンΣ+
b の質量スペクトル．

6.3.4 重いバリオン系の確率密度の計算

得られた波動函数 Ψ(x,Ω) = x−5/2ψ(x)Y (Ω)から，(x, ξ)-極座標平面上でのバリオンの存在
確率：

P (x, ξ) :=

∫
dΩρ

∫
dΩλ |Ψ(x,Ω)|2 , (6.53)

が計算される．本論文の主題である解ける量子力学からは少し話が逸れるが，この計算は興味
深い結果を与えるので，本小節ではこれについて述べることにする．以下では，質量スペクト
ルの計算例を示したΣ+

b の存在確率を考えてゆく．
新たな変数：

ruu := |r1 − r2| ∝ ρ , (6.54)

r(uu)-b :=

∣∣∣∣m1r1 +m2r2
m1 +m2

− r3

∣∣∣∣ ∝ λ , (6.55)

を導入する．ruuはふたつのウップ・クォーク間の距離を，r(uu)-bはふたつのウップ・クォーク
からなる系の質量中心（重心）とボトム・クォークとの距離を，それぞれ表している．(x, ξ)-極
座標平面上の点は，これらの新たな変数を直交する 2軸に採った (ruu, r(uu)-b)-平面に，1対 1に
写すことができる．
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図 6.4には，存在確率P (x, ξ)をプロットした．ハイパー軌道角運動量の基底状態 (γ = 0) の
場合，(ruu, r(uu)-b)-平面上に，ピークがひとつ存在する．ハイパー軌道角運動量の量子数を大
きくしていくにつれて，そのピークがふたつに分裂してゆく様を見て取ることができる．この
ピークの分裂は，ハイパー軌道角運動量を大きくすることで，次のふたつのモードが生じてく
ることを意味している：

• 左上のピークが表すモード：ruu < r(uu)-bであることから，ふたつの uクォークがクラスタ
(cluster)註28を形成し，bクォークの周りを“公転”している，という描像（図 6.3a参照）．

• 右下のピークが表すモード：ruu > r(uu)-bであることから，ふたつの uクォークは互いに
距離をおきながら，bクォークの周りを“公転”している，という描像（図 6.3b参照）．

u
u

b

(a) 左上のピークが表すモード (ruu < r(uu)-b)．

u

u

b

(b) 右下のピークが表すモード (ruu > r(uu)-b)．

図 6.3 ハイパー軌道角運動量の量子数 γ ⩾ 1のときに生じるふたつのモード．

註28「クラスター」は，集団感染を意味する専門用語でもある（本論文の内容とは全く無関係である）．本論文を
執筆していた 2020年度は，新型コロナウィルス感染症 (COVID-19) の世界的な大流行の影響で，社会が大きく
混乱した 1年間であった．
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(a) γ = 0のとき．

(b) γ = 1のとき．

(c) γ = 2のとき．

(d) γ = 3のとき．

図 6.4 重いバリオンΣ+
b の存在確率．赤ほど高確率で，紫に近づくにつれて低確率である．
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6.4 S. Beraらの処方の評価と補正
6.2.2節の末尾で述べたように，式 (6.1)型のポテンシャル問題に対する S. Beraらの処方に
は，その近似手法に対する数学的・数理的な議論が不在である．そこで，本節で我々は，対数
摂動論（附録C参照）の手法を用いて，S. Beraらの処方に対して，その評価式を与える．対数
摂動論は，無摂動状態の基底状態の情報だけで摂動計算を行う手法であり，摂動展開の評価式
を明示的に記すことができるという意味において，基底状態のみに対して厳密解を得ることの
できる式 (6.1)型のポテンシャル問題とは相性がよい．
その第 1段階として，本論文では，第 1励起状態のエネルギー固有値を与える近似式 (6.23),

(6.25)に対する評価式を考える．

6.4.1 定式化

対数摂動論を用いるために，ハミルトニアン H̃[1](6.21)を無摂動状態のハミルトニアンH[1]

と摂動項 λV ′とに分けて，次のように書く：

H[1] ≡ H̃[1] + λV ′ = − d2

dx2
+

(ℓ+ 1)(ℓ+ 2)

x2
+ a1x+ bx2 − c

x
+R + λαx . (6.56)

ここで，Rは，式 (6.17)より，

R =
c2

4(ℓ+ 1)2
− 2
√
b(ℓ+ 1) +

√
b

であり，

λα ≡ a− a1 =
√
bc

(ℓ+ 1)(ℓ+ 2)

とおいた．λは，摂動の次数を明示的に記すためのパラメータで，最終的に λ→ 1とする．
我々の定式化では，S. Beraらの処方 (6.25)は，無摂動状態，即ち摂動計算でのエネルギーの

0次を求めたことに対応する．そこで，本小節では，式 (6.25)におけるE0 + Ẽ1をE
(0)
1 と書く

ことにする：

E
(0)
1 ≡ −

c2

4(ℓ+ 2)2
+ 2
√
b(ℓ+ 2) + 3

√
B . (6.57)

また，記号E1はハミルトニアンH[0]の厳密な第 1励起状態のエネルギー固有値を表すと約束
する．無摂動状態の基底状態波動函数は，

ψ
(0)
0 (x) = Nxℓ+2 exp

[
−
√
b

2
x2 − c

2(ℓ+ 2)
x

]
(6.58)

であり，規格化定数N は，

N =

{
1

2
b−

ℓ
2
− 3

2

[
4
√
b Γ

(
ℓ+

5

2

)
1F1

(
ℓ+

5

2
,
1

2
;

c2

4
√
b(ℓ+ 2)2

)
+

c

ℓ+ 2
Γ (ℓ+ 3)1F1

(
ℓ+ 3,

3

2
;

c2

4
√
b(ℓ+ 2)2

)]}−1/2

(6.59)
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と計算される．
ここで，対数摂動論の公式 (C.11)を用いれば，エネルギーに対する摂動の 1次補正は，

E
(1)
1 =

α
[

4
√
bΓ (ℓ+ 3)1F1

(
ℓ+ 3, 1

2
; c2

4
√
b(ℓ+2)2

)
+ c

ℓ+2
Γ
(
ℓ+ 7

2

)
1F1

(
ℓ+ 7

2
, 3
2
; c2

4
√
b(ℓ+2)2

)]
4
√
b
[

4
√
bΓ
(
ℓ+ 5

2

)
1F1

(
ℓ+ 5

2
, 1
2
; c2

4
√
b(ℓ+2)2

)
+ c

ℓ+2
Γ (ℓ+ 3)1F1

(
ℓ+ 3, 3

2
; c2

4
√
b(ℓ+2)2

)]
(6.60)

と求まる．よって，摂動の 1次までで，エネルギーは，

E1
∼= E

(0)
1 + E

(1)
1 (6.61)

で与えられる．
摂動の 2次以降についても，対数摂動論の公式 (C.14), (C.16)を用いて計算することができ
る．しかし，摂動の 2次以降について我々が得られるのは，形式的な表式のみである．

6.4.2 具体例

ここでは，パラメータに具体的な値を代入して，S. Beraらの処方及びそれに対する我々の補
正によって計算されるエネルギー固有値を求める．尚，我々は，以下で調べる全ての場合に対
して，E(2)

1 以降の寄与は，10−3程度以下と充分小さいことを，数値的に確かめている．

■ S. Beraらの処方との比較

本小節では，まず初めに，S. Beraらの論文 [71]で採用されているパラメータを用いて，具体
的な計算を行う．パラメータを ℓ = 1, b = 0.5, c = 0.01と選んだものを I，ℓ = 1, b = 3, c = 1と
選んだものを IIと番号付けをし，計算結果を表 6.2に示す．尚，E1に対する数値的な解E

(num)
1

を併記した．

表 6.2 S. Beraらの処方とそれに対する我々の補正よって計算されるエネルギー固有値（そ
の 1）．

パラメータ E
(num)
1 E

(0)
1 E

(0)
1 + E

(1)
1

I 6.36649 6.36396 6.36816

II 15.9421 15.5607 15.6413

■ ℓ = 0, c = 1と固定し，bを自由なパラメータとした場合

6.3節で行った議論から分かるように，実際の物理現象を考える際，3つのパラメータ {ℓ, b, c}
のうち，ℓは軌道角運動量，cは結合定数として要請される値をとり，模型に含まれる自由なパ
ラメータは bのみとなることが考えられる．そこで，本項の例では，bは自由なパラメータと
し，ℓ = 0, c = 1と採った場合を考える．
無摂動状態，即ち S. Beraらの処方で求まるエネルギーの値E

(0)
1 は bの函数として，

E
(0)
1 (b) = − 1

16
+ 7
√
b , (6.62)
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図 6.5 S. Beraらの処方とそれに対する我々の補正よって計算されるエネルギー固有値（そ
の 2）．ℓ = 0, c = 1と固定し，bを模型に含まれる自由なパラメータとした．青い実線はE

(0)
1 (b)

を，赤い実線はE
(0)
1 (b) +E

(1)
1 (b)をそれぞれ表している．また，黒い破線は，E1(b)に対する数

値的な解である．

また，摂動の 1次の補正項E
(1)
1 も bの函数として，

E
(1)
1 (b) =

√
b1F1

(
3, 1

2
; 1
16

√
b

)
−

4√
b

2
15

√
π

8 1F1

(
7
2
, 3
2
; 1
16

√
b

)
4
√
b3

√
π

4 1F1

(
5
2
, 1
2
; 1
16

√
b

)
− 1F1

(
3, 3

2
; 1
16

√
b

) (6.63)

と計算される．E(0)
1 とE

(0)
1 + E

(1)
1 とをプロットすると，図 6.5を得る．

6.5 式 (6.1)型のポテンシャル問題の数理構造
6.2.2, 6.4節では，式 (6.1)型のポテンシャル問題に対する近似解法の解説を行った．ところ
で，本研究の目標は，可解性の統一的な描像を見出すことであり，B. の研究は，可解性の周縁
に存在する問題の構造を知ることで，可解性に迫ることが目的であった．従って，我々は，式
(6.1)型のポテンシャル問題を解くことだけでなく，その問題の構造に興味がある．
そこで，本節では，3.3節で紹介した形状不変系に対する代数を，応用・拡張し，懸案の系
に適用することを考える．既に説明した通り，式 (6.1)の形のポテンシャルは，動径振動子と
Coulombポテンシャルの系を，スーパーポテンシャルの意味で重ね合わせることによって得ら
れる系であると解釈できる．動径振動子の系とCoulombポテンシャルの系のそれぞれに代数構
造が備わっていることから，それらを重ね合わせてできた系に対しても，なんらかの代数的構
造が備わっていることが期待される．
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6.5.1 代数の定義

3.3.3節に従い，代数の生成子を

J+ := eiφ
(
− d

dx
+ ε
√
bx− J3

x
+

(1− ε)c
2J3

)
J− :=

(
d

dx
+ ε
√
bx− J3

x
+

(1− ε)c
2J3

)
e−iφ

J3 := −i∂φ ,
J4 := ε(1− ε)x

(6.64a)

(6.64b)

(6.64c)

(6.64d)

で定義する．ただし，J4は，代数が閉じるように導入された第 4の生成子であるが，その実体
は現在のところよく分かっていない．これらの生成子の間には，以下のような交換関係が成り
立つことが計算される：

[J+, J−] = −4ε
√
b− (1− ε)2c2

4(J3 + 1)2
+

(1− ε)2c2

4J3
2 +

ε(1− ε)
√
bc

J3 + 1
J4 −

ε(1− ε)
√
bc

J3
J4

≡ F (J3, J4) ,

[J3, J±] = ±J± , [J4, J±] = ∓ε(1− ε)e±iφ , [J3, J4] = 0 .

(6.65a)

(6.65b)

6.5.2 エネルギースペクトルの計算

本小節では，前小節で導入した代数を用いて，この系のエネルギースペクトルを計算してゆ
く．その手法は，3.3.3節で説明した手法を応用したものとなっている．ここで，J3の固有値は
−(ℓ+ n+ 1)であるとする．他方，J4について，我々は，系のエネルギースペクトルを評価す
る上での第ゼロ近似として，その“真空期待値”：∫ ∞

0

ψ
(∗)
0 (x)J4ψ0(x) dx ≡ ⟨0| J4 |0⟩ , ψ0(x) = Nxℓ+1 exp

[
−ε
√
b

2
x2 − (1− ε)c

2(ℓ+ 1)
x

]
, (6.66)

で見積もることにする．
式 (3.134)からの類推で，エネルギーは，

En ≃ −
n−1∑
i=0

F (−ℓ− i− 2, ⟨0| J4 |0⟩)

= 4nε
√
b+

(1− ε)2c2

4(ℓ+ 1)2
− (1− ε)2c2

4(ℓ+ n+ 1)2

+
nε(1− ε)

√
bc

(ℓ+ 1)(ℓ+ n+ 1)

Γ (ℓ+ 2)1F1

(
ℓ+ 2, 1

2
, (1−ε)2c2

4ε
√
b(ℓ+1)2

)
− (1− ε)cΓ

(
ℓ+ 5

2

)
1F1

(
ℓ+ 3

2
, 1
2
, (1−ε)2c2

4ε
√
b(ℓ+1)2

)
ε
√
b(ℓ+ 1)Γ

(
ℓ+ 3

2

)
1F1

(
ℓ+ 3

2
, 1
2
, (1−ε)2c2

4ε
√
b(ℓ+1)2

)
−
√
ε 4
√
b(1− ε)cΓ (ℓ+ 1)1F1

(
ℓ+ 2, 3

2
, (1−ε)2c2

4ε
√
b(ℓ+1)2

)
(6.67)

と求めることができる．
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6.5.3 議論

■ 式 (6.67)の評価

式 (6.67)は，式 (6.1)型のポテンシャルのエネルギースペクトルを，その代数的構造 (6.65)に
基づいて与える近似式である．本項では，まず，この式の近似の精度に対する評価を行う．ここ
でいう「近似の精度」とは，式 (6.67)の Enと数値的なエネルギースペクトルの計算結果 E (num)

n

との差： ∣∣En − E (num)
n

∣∣ (6.68)

のことである．
この近似の精度は，当然のことながら，式 (6.5)に含まれるパラメータに依存する．ここで
は，簡単のため，b = c = 1として，ある ℓに対して，εを 0 < ε < 1の間で変化させた場合につ
いてみてゆくことにする．式 (6.68)の計算結果を図 6.6, 6.7に示す．尚，ε = 1でこの系は動径
振動子の系に一致し，ε = 0でCoulombポテンシャルの系に一致する．
この計算結果から，近似の精度は，いずれも 10−1程度以下であり，ℓ大きくすると精度はよ
り高くなる，といえる．式 (6.67)の近似がよい近似であることは，式 (6.1)型のポテンシャル問
題には式 (6.65)の代数的構造が備わっているという我々の定式化が，妥当であることを示唆し
ている，と考えられる．次項では，この考えに基づいて，式 (6.1)型の系に対する，現段階での
我々の理解を述べる．

■ 式 (6.1)型の系は可解系の周縁に存在する系のひとつである

式 (6.1)の形のポテンシャルは，動径振動子の系とCoulombポテンシャルの系の重ね合わせ
として理解でき，我々の記法では，それらを ε : 1− εの比で重ね合わせた系，ということにな
るのであった．本小節では，この式 (6.1)型のポテンシャル問題のもつ構造について，代数的な
取り扱いをすることで解析を行った．その代数的な取り扱いは，形状不変系がもつ代数を拡張
し，パラメータ εを通して，動径振動子の系とCoulombポテンシャルの系との中間に存在する
ような系の取り扱いを可能にする．
動径振動子の系とCoulombポテンシャルの系とを重ね合わせてできる系は，本来，可解系で
はなく，そのエネルギースペクトルを明示的に求めることはできない．しかしながら，この系
に備わっている代数的構造を利用することで，ある程度の精度でエネルギースペクトルを求め
ることができる．更に，この系の代数的構造には，古典的な形状不変系の代数構造には含まれ
ない，第 4の生成子 J4が存在する．この生成子の具体的な解釈はまだないものの，この生成子
の存在によって可解性が失われている，と考えることができる．1章で述べた「可解系の周縁
に存在する」ということの意味は，式 (6.1)型の系の場合，J4なる生成子を導入するという代
数の拡張・変形であるといえる．
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(b) ℓ = 1のとき．

図 6.6 様々な ℓに対する，式 (6.67)の近似の精度評価（その 1）．ただし，n = 1（青），n = 2

（黄），n = 3（緑），n = 4（赤），n = 5（紫）の場合をプロットした．

122 第 6章 形状不変系の重ね合わせポテンシャル



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

ε

|ℰ
n
-
ℰ
n(n
um

) |

(a) ℓ = 2のとき．

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

ε

|ℰ
n
-
ℰ
n(n
um

) |

(b) ℓ = 10のとき．

図 6.7 様々な ℓに対する，式 (6.67)の近似の精度評価（その 2）．ただし，n = 1（青），n = 2

（黄），n = 3（緑），n = 4（赤），n = 5（紫）の場合をプロットした．
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6.6 本章の結論
本章では，可解性の理解を深めるために，その周縁に存在する擬似可解系に焦点を当てた．
まず，式 (6.1)型のポテンシャル問題を導入し，この系が古典的な形状不変系同士の重ね合わ
せと理解できることを示した（6.1節）．この系は，通常の解ける量子力学の手法では解かれな
いことを示し（6.2.1節）た後に，先行研究 [71]にある，形状不変性の概念を拡張したような近
似解法の解説を行った．続いて，重いバリオンの内部構造に対して，式 (6.1)の形のポテンシャ
ルが適用できると考え，実際にその解法を用いて系の質量スペクトルの計算を行うことで，こ
のポテンシャルが実際の物理現象を記述し得ることを確認した（6.3節）．
しかしながら，先行研究の解法には，精度評価や数理的な議論が不在である，というところ
に問題が残っていた．我々は対数摂動論を用いて定量的にその近似の精度を評価し，（部分的
に）改良することができた（6.2節）．
本章の最後では，問題の解法ではなく，式 (6.1)型の系そのものに備わる数理構造への理解を
深めることを試みた（6.5節）．具体的には，この系が古典的な形状不変系同士の重ね合わせと
理解できることを手がかりに，形状不変系のもつ代数構造を拡張し，この代数的な構造を用い
て，この問題に対するエネルギースペクトルを求める方法を提示した．これらのことは，この
系が可解系の周縁に存在するということを代数的な意味において示した，ということができる．
以上のように，我々は，可解性の周縁に存在する擬似可解系として，古典的な形状不変系同
士の重ね合わせから構成される系があることを見出し，その代数的構造を特定した．可解系で
ある古典的な形状不変系とこの擬似可解系とでは，代数の生成子に違いがある，といえ，部分
的に，可解／非可解の境界を理解した．
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第7章

結論

筆者は，1次元の量子力学系の問題に対する Schrödinger方程式の可解性について，その本質
的で統一的な描像を得ることや可解性の起源を理解することを目標として，研究を行なってい
る．とりわけ，本論文では，『量子力学における可解性とその周縁に関する数理の研究』と題
し，様々な可解系を新たな視点で捉え直すことと，可解性の周縁に存在する問題に可解系の手
法を用いてアプローチすることとを行なった．
量子力学の可解性における重要な概念として，形状不変性とよばれる一種の対称性があり，
これをもつ系は必ず可解である．また，形状不変性をもつ系を変形することで，様々な可解系
を構成する方法が提唱されてきた．これらのことから，我々は，この形状不変性を機軸に解析
を行った．具体的には，次のふたつの解析を行った：

A. 既知の可解系を新たな視点で捉え直し，可解性の指標を探索した．

B. 可解系の手法を用いて，その周縁に存在する擬似可解な問題を解法を提唱し，数理構造を
議論した．

我々はまず，A., B. の解析に先立って，これまでに知られている様々な可解系に対して，ℏ
依存性を正しく考慮した定式化を行った．これは，SWKB条件の解析を行うために必要なこと
である．ℏの取り扱い方に関する誤謬が広がっており，また ℏ依存性を正しく考慮した定式化
が纏められた文献がないことから，これ自体も有意義なことだといえる．

A., B. の解析に対する個別の具体的な結論は，5, 6章の終わりに，既に示してある．そこで，
ここでは，その包括的な結論と本研究の展望とを述べることとする．
我々の研究では，可解性の指標として，SWKB条件を採用している．本論文で我々は，種々
の可解系に対してその解析をし，その意味するところが部分的に明らかになった．しかしなが
ら，現段階では SWKB条件自体を理解するための様々な“状況証拠”が集まっているだけで，
それが充分に理解されたとはいえない．我々にとって，SWKB条件の完全な理解とは，表 5.3

中の ？ にあてはまるピースを見つけ出すことである．そのためには，本論文で扱わなかっ
た可解系に対しても SWKB条件の解析を行ったり，条件付き可解系以外の系に対しても 5.4.3

節のような解析をしたりすることが有効であろう．
また，我々は，動径振動子の系とCoulombポテンシャルの系との重ね合わせから擬似可解系
を構築した．しかし，この議論は，今後，精緻化・一般化してゆくことが必要である．例えば，
生成子 J4について，数学的な見地から理解することで，「可解系の周縁」の意味を数学的に記
述することができるようになるであろう．また，古典的な形状不変系の重ね合わせから擬似可
解系を構築する一般論を展開することは，可解系の周縁に存在する系のクラスをひとつ確立す
ることになろう．
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以上のふたつの内容は，互いに独立なものではなく，相補的なものである．このような擬似可
解系に対して SWKB条件を調べることは，可解系に対して SWKB条件が示す性質と比較する
ことで，SWKB条件の理解を深めることになろう．また，擬似可解系が存在する「可解系の周
縁」の意味を，SWKB条件を用いて記述することが可能となるかもしれない．両者を互いに関
連付けた議論を通して可解性の探求をすることは，本研究における今後の課題のひとつである．
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附録A

記号，定義，公式など

A.1 ロンスキアン（Wronski行列式）
定義

W[f1, . . . , fm] (x) := det

(
dj−1fk(x)

dxj−1

)
1⩽j,k⩽m

(A.1)

諸公式

W[gf1, gf2, . . . , gfn] (x) = g(x)nW[f1, f2, . . . , fn] (x) (A.2)

W [f1(y), f2(y), . . . , fn(y)] (x) = y′(x)
n(n−1)

2 W[f1, f2, . . . , fn] (y) (A.3)

W
[
W[f1, f2, . . . , fn, g] ,W[f1, f2, . . . , fn, h]

]
(x)

= W [f1, f2, . . . , fn] (x)W [f1, f2, . . . , fn, g, h] (x) (A.4)

A.2 超幾何・合流型超幾何函数

A.2.1 超幾何函数

■ 定義

pFq

(
α1, · · · , αp

β1, · · · , βq

∣∣∣∣ z
)
≡ pFq(α1, . . . , αr; β1, . . . , βs; z) :=

∞∑
n=0

(α1)n · · · (αp)n
(β1)n . . . (βq)n

zn

n!
(A.5)

を（一般化された）超幾何函数という．ここで，(a)nは，Pochhammerの記号とよばれ，

(a)n :=


1 (for n = 0)
n∏

k=1

(a+ k − 1) = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) (for n ⩾ 1)
(A.6)

である．
特に，p = 2, q = 1の場合：

2F1

(
α, β

γ

∣∣∣∣ z
)
≡ 2F1(α, β; γ; z) ≡ 2F1(α, β, γ; z) =

∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n

zn

n!
(A.7)
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は，Gaussの超幾何函数とよばれ，p = q = 1の場合：

1F1

(
α

γ

∣∣∣∣ z
)
≡ 1F1(α; γ; z) ≡ 2F1(α, γ; z) =

∞∑
n=0

(α)n
(γ)n

zn

n!
(A.8)

は，合流型超幾何函数（kummerの函数）とよばれている．

A.2.2 合流型超幾何函数

■ 定義

合流型超幾何函数（Kummerの函数）：

1F1(α, γ; z) :=
∞∑
n=0

(α)n
(γ)n

zn

n!
(A.9)

は，合流型超幾何微分方程式：

z
d2u

dz2
+ (γ − z)du

dz
− αu = 0 (A.10)

を満たす．

■ 漸近展開

|z| → ∞のとき，1F1(α, γ; z)の漸近展開の主要項は，

1F1(α, γ; z) ∼
(

Γ (γ)

Γ (γ − α)
z−α +

Γ (γ)

Γ (α)
ezzα−γ

)(
1 +O(z−1)

)
(A.11)

となる．

A.3 （古典）直交多項式
（重み函数が正定値であるような）2階の微分方程式を満たす古典直交多項式は，Hermite多
項式，Laguerre多項式，Jacobi多項式の 3種類である．

A.3.1 Hermite多項式

■ 微分方程式

y′′(x)− 2xy′(x) + 2ny(x) = 0 (A.12)

■ Rodriguesの公式

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x2

(A.13)
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■ 漸化式

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x) (A.14)

H ′
n(x) = 2nHn−1(x) (A.15)

■ 直交性と規格化

∫ ∞

−∞
e−x2

Hm(x)Hn(x) dx = 2nπ1/2n!δm,n (A.16)

A.3.2 Laguerre多項式

■ 微分方程式

xy′′(x) + (α + 1− x)y′(x) + ny(x) = 0 (A.17)

■ Rodriguesの公式

L(α)
n (x) =

exx−α

n!

dn

dxn
(e−xxn+α) (A.18)

■ 漸化式

(n+ 1)L
(α)
n+1(x)− (2n+ α + 1− x)L(α)

n + (n+ α)L
(α)
n−1 (A.19)

■ 直交性と規格化

∫ ∞

0

e−xxαL(α)
m (x)L(α)

n (x) dx =
(n+ α)!

n!
δm,n (A.20)

A.3.3 Jacobi多項式

■ 微分方程式

(1− x2)y′′(x)− [β − α(α + β + 2)x]y′(x) + n(n+ α + β + 1)y(x) = 0 (A.21)
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■ Rodriguesの公式

P (α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!

1

(1− x)α(1 + x)β
dn

dxn
[
(1− x)n+α(1 + x)n+β

]
(A.22)

■ 漸化式

2(n+ 1)(n+ α + β + 1)(2n+ α + β)P
(α,β)
n+1 (x)

= (2n+ α + β + 1)
[
(2n+ α + β + 2)(2 + α + β)x+ α2 − β2

]
P (α,β)
n (x)

− 2(n+ α)(n+ β)(2n+ α + β + 2)P
(α,β)
n−1 (x) (A.23)

■ 直交性と規格化

∫ 1

−1

(1− x)α(1 + x)βP (α,β)
m (x)P (α,β)

n (x) dx =
2α+β+1

2n+ α + β + 1

(n+ α)!(n+ β)!

(n+ α + β)!n!
δm,n (A.24)

A.4 積分公式

A.4.1 文献 [26]の積分公式

• 0 < a < bに対して， ∫ b

a

√
(y − a)(b− y) dy

y
=
π

2
(a+ b)− π

√
ab (A.25)

• a < bに対して，∫ b

a

√
(y − a)(b− y) dy

y2 + 1
=

π√
2

√√
(1 + a2)(1 + b2)− ab+ 1− π (A.26)

• −1 < a < b < 1に対して，∫ b

a

√
(y − a)(b− y) dy

1− y2
=
π

2

[
2−

√
(1− a)(1− b)−

√
(1 + a)(1 + b)

]
(A.27)

• 1 < a < bに対して，∫ b

a

√
(y − a)(b− y) dy

y2 − 1
=
π

2

[√
(a+ 1)(b+ 1)−

√
(a− 1)(b− 1)− 2

]
(A.28)
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A.4.2 文献 [83]の積分公式

∫
cos2 x

a cos2+c sin2 x
dx =

1

4(a− c)2

[
(a− c)x+− c(a− c)√

ac− b2
arctan

c tanx+ b√
ac− b2

]
for 0 < ac (A.29)

∫ √
a+ bx+ cx2

x(x+ p)
dx =

1

p

[∫ √
a+ bx+ cx2

x
dx−

∫ √
a+ bx+ cx2

x+ p
dx

]
(A.30)∫ √

a+ bx+ cx2

x
dx =

√
a+ bx+ cx2 + a

∫
dx

x
√
a+ bx+ cx2

+
b

2

∫
dx√

a+ bx+ cx2
(A.31)∫ √

a+ bx+ cx2

x+ p
dx = c

∫
x√

a+ bx+ cx2
dx+ (b− cp)

∫
dx√

a+ bx+ cx2

+ (a− bp+ cp2)

∫
dx

(x+ p)
√
a+ bx+ cx2

for x+ p > 0

(A.32)

∫
dx

x
√
a+ bx+ cx2

=
1√
−a

arctan
2a+ bx

2
√
−a
√
a+ bx+ cx2

for a < 0 (A.33)∫
dx√

a+ bx+ cx2
= − 1√

−c
arcsin

2cx+ b√
b2 − 4ac

for c < 0 and b2 − 4ac > 0 (A.34)∫
dx

(x+ p)
√
a+ bx+ cx2

=
1√

a+ bx+ cx2
arcsin

−2(a+ bx+ cx2) + b+ 2p√
b2 − 4ac

for
1

x+ p
> 0 and b2 − 4ac > 0 (A.35)

A.4.3 その他の積分公式

∫ √
a2 − x2

(p+ qx)(x+ a+ 1)(x+ a− 1)
dx

=

√
1− 2a

2(p+ q − aq)
arctan

a2 + ax− x
√
1− 2a

√
a2 − x2

−
√
1 + 2a

2(p− q − aq)
arctan

a2 + ax+ x√
1 + 2a

√
a2 − x2

+

√
p2 − a2q2

(p+ q − aq)(p− q − aq)
arctan

a2q + px√
p2 − a2q2

√
a2 − x2

(A.36)
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附録B

古典的な形状不変系に対してSWKB条件が
厳密に成立することの証明

B.1 古典的な形状不変系に対してSWKB条件が厳密に成立する
ことの証明

■ 1

sin2 x
ポテンシャル

1

sin2 x
ポテンシャルの場合について，SWKB条件 (2.49)が成り立つことを示す．ただし，以

下の式変形について，1行目から 2行目への変形では，変数変換：

cosx ≡ y , dx = − dy√
1− y2

,
x aL → aR

y p→ q

を行っている．また，p, qは，

p+ q = 0 , pq =
g2

(n+ g)2
− 1

を満たし，3行目から 4行目への変換には，式 (A.27)を用いた．

I =

∫ aR

aL

√
ℏ2n(n+ 2g)− ℏ2g2

sin2 x
+ ℏ2g2 dx

= ℏ
∫ q

p

√
(n+ g)2 − g2

1− y2

(
− dy√

1− y2

)

≡ ℏ(n+ g)

∫ p

q

√
(y − q)(p− y) dy

1− y2

= ℏ(n+ g) · π
2

[
2− g

n+ g
− g

n+ g

]
= nπℏ ■

■ Coulombポテンシャル

Coulombポテンシャルの場合について，SWKB条件 (2.49)が成り立つことを示す．ただし，
aL, aRは，

aL + aR =
4ℏ2(g + n)2

e2
, aLaR =

4ℏ4g2(g + n)2

e4
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を満たし，2行目から 3行目への変換には，式 (A.25)を用いた．

I =

∫ aR

aL

√
e4

4ℏ2g2
− e4

4ℏ2(g + n)2
− ℏ2g2

x2
+
e2

x
− e4

4ℏ2g2
dx

≡ e2

2ℏ(g + n)

∫ aR

aL

√
(x− aL)(aR − x)

dx

x

=
e2

2ℏ(g + n)
·
[
π

2

4ℏ2(g + n)2

e2
− π2ℏ

2g(g + n)

e2

]
= nπℏ ■

■ 超球面空間におけるKepler問題

超球面空間におけるKepler問題の場合について，SWKB条件 (2.49)が成り立つことを示す．
ただし，以下の式変形について，1行目から 2行目への変形では，変数変換：

cotx ≡ y , dx = − dy

1 + y2
,

x aL → aR

y p→ q
,

1

sin2 x
= 1 + y2

を行っている．また，p, qは，

p+ q =
2µ

g2
, pq =

µ2

g2(g + n)2
− n(2g + n)

g2

を満たし，3行目から 4行目への変換には，式 (A.26)を用いた．

I =

∫ aR

aL

√
ℏ2µ2

g2
− ℏ2µ2

(g + n)2
− ℏ2g2 + ℏ2(g + n)2 − ℏ2g2

sin2 x
+ 2ℏ2µ cotx− ℏ2µ2

g2
+ ℏ2g2 dx

=

∫ p

q

√
− ℏ2µ2

(g + n)2
+ ℏ2(g + n)2 − ℏ2g2(1 + y2) + 2ℏ2µy

(
− dy

1 + y2

)
≡ ℏg

∫ α

β

√
(y − q)(p− y) dy

1 + y2

= ℏg

[
π√
2

√
µ2 + (g + n)4

g2(g + n)2
− µ2

g2(g + n)2
+
n(2g + n)

g2
+ 1− π

]
= nπℏ ■

■ Morseポテンシャル

Morseポテンシャルの場合について，SWKB条件 (2.49)が成り立つことを示す．ただし，以
下の式変形について，1行目から 2行目への変形では，変数変換：

ex ≡ y , dx =
dy

y
,

x aL → aR

y p→ q

を行っている．また，p, qは，

p+ q =
2h

µ
, pq =

(h− n)2

µ2

136 第B章 古典的な形状不変系に対して SWKB条件が厳密に成立することの証明



を満たし，3行目から 4行目への変換には，式 (A.25)を用いた．

I =

∫ aR

aL

√
2ℏ2nh− ℏ2n2 − ℏ2µ2e2x + 2ℏ2µhex − ℏ2h2 dx

= ℏµ
∫ q

p

√
2nh

µ2
− n2

µ2
− y2 + 2h

µ
y − h2

µ2

dy

y

≡ ℏµ
∫ q

p

√
(y − p)(q − y) dy

y

= ℏµ ·
[
π

2

2h

µ
− πh− n

µ

]
= nπℏ ■

■ 1

cosh2 x
（ソリトン）ポテンシャル

1

cosh2 x
（ソリトン）ポテンシャルの場合について，SWKB条件 (2.49)が成り立つことを示

す．ただし，以下の式変形について，1行目から 2行目への変形では，変数変換：

tanhx ≡ y , dx =
dy

1− y2
,

x aL → aR

y p→ q

を行っている．また，p, qは，

p+ q = 0 , pq =
n2

h2
− 2n

h

を満たし，3行目から 4行目への変換には，式 (A.27)を用いた．

I =

∫ b

a

√
2ℏ2nh− ℏ2n2 − ℏ2h2 tanh2 x dx

= ℏ
∫ β

α

√
2nh− n2 − h2y2 dy

1− y2

≡ ℏh
∫ q

p

√
(y − p)(q − y) dy

1− y2

= ℏh · π
2

[
2−

√
n2

h2
− 2n

h
+ 1−

√
n2

h2
− 2n

h
+ 1

]
= nπℏ ■

■ Rosen–Morseポテンシャル

Rosen–Morseポテンシャルの場合について，SWKB条件 (2.49)が成り立つことを示す．ただ
し，以下の式変形について，1行目から 2行目への変形では，変数変換：

tanhx ≡ y , dx =
dy

1− y2
,

x aL → aR

y p→ q
,

1

cosh2 x
= 1− y2
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を行っている．また，p, qは，

p+ q = −2µ

h2
, pq =

(h− n)2

h2
+

µ2

h2(h− n)2
− 1

を満たし，3行目から 4行目への変換には，式 (A.27)を用いた．

I =

∫ aR

aL

√
ℏ2h2 − ℏ2(h− n)2 + ℏ2µ2

h2
− ℏ2µ2

(h− n)2
+

ℏ2h2

cosh2 x
− 2ℏ2µ tanhx− ℏ2h2 − ℏ2µ2

h2
dx

= ℏ
∫ q

p

√
−(h− n)2 − µ2

(h− n)2
+ h2(1− y2)− 2µy

dy

1− y2

≡ ℏh
∫ q

p

√
(y − p)(q − y) dy

1− y2

= ℏh · π
2

[
2−

√
2µ

h2
+

(h− n)2
h2

+
µ2

h2(h− n)2
−

√
−2µ
h2

+
(h− n)2

h2
+

µ2

h2(h− n)2

]
= nπℏ ■

■ 双曲的対称こま II

双曲的対称こま IIの場合について，SWKB条件 (2.49)が成り立つことを示す．ただし，以下
の式変形について，1行目から 2行目への変形では，変数変換：

sinhx ≡ y , dx =
dy√
1 + y2

,
x aL → aR

y p→ q
, cosh2 x = 1 + y2

を行っている．また，p, qは，

p+ q = − 2hµ

(h− n)2
, pq = 1− h2 − µ2

(h− n)2

を満たし，3行目から 4行目への変換には，式 (A.26)を用いた．

I =

∫ R

aL

√
2ℏ2nh− ℏ2n2 − −ℏ

2h2 + ℏ2µ2 + 2ℏ2hµ sinhx
cosh2 x

− ℏ2h2 dx

= ℏ
∫ q

p

√
−(h− n)2 + h2 − µ2 − 2hµy

1 + y2
dy√
1 + y2

≡ ℏ(h− n)
∫ q

p

√
(y − p)(q − y) dy

1 + y2

= ℏ(h− n) ·

[
π√
2

√
h2 + µ2

(h− n)2
− 1 +

h2 − µ2

(h− n)2
+ 1− π

]
= nπℏ ■
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■ Eckartポテンシャル

Eckartポテンシャルの場合について，SWKB条件 (2.49)が成り立つことを示す．ただし，以
下の式変形について，1行目から 2行目への変形では，変数変換：

cothx ≡ y , dx = − dy

y2 − 1
,

x aL → aR

y p→ q
, cosh2 x = 1 + y2

を行っている．また，p, qは，

p+ q =
2µ

g2
, pq =

(g + n)2

g2
+

µ2

g2(g + n)2
− 1

を満たし，3行目から 4行目への変換には，式 (A.28)を用いた．

I =

∫ aR

aL

√
ℏ2g2 − ℏ2(g + n)2 +

ℏ2µ2

g2
− ℏ2µ2

(g + n)2
− ℏ2g2

sinh2 x
+ 2ℏ2µ cothx− ℏ2g2 − ℏ2µ2

g2
dx

= ℏ
∫ q

p

√
−(g + n)2 − µ2

(g + n)2
− g2(y2 − 1) + 2µy

(
− dy

y2 − 1

)
≡ ℏg

∫ p

q

√
(y − q)(p− y) dy

y2 − 1

= ℏg · π
2

[√
2µ

g2
+

(g + n)2

g2
+

µ2

g2(g + n)2
−

√
−2µ

g2
+

(g + n)2

g2
+

µ2

g2(g + n)2
− 2

]
= nπℏ ■

■ 双曲的Pöschl–Tellerポテンシャル

双曲的 Pöschl–Tellerポテンシャルの場合について，SWKB条件 (2.49)が成り立つことを示
す．ただし，以下の式変形について，1行目から 2行目への変形では，変数変換：

cosh 2x ≡ y , dx =
dy

2
√
y2 − 1

,
x aL → aR

y p→ q
,

1

sinh2 x
=

2

y − 1
,

1

cosh2 x
=

2

y + 1

を行っている．また，p, qは，

p+ q = − 2(g2 − h2)
(h− g − 2n)2

, pq =
2(g2 + h2)

(h− g − 2n)2
− 1

を満たし，3行目から 4行目への変換には，式 (A.27)を用いた．

I =

∫ aR

aL

√
4ℏ2n(h− g − n)− ℏ2g2

sinh2 x
+

ℏ2h2

cosh2 x
− ℏ2(h− g)2 dx

= ℏ
∫ q

p

√
−(h− g − 2n)2 − 2g2

y − 1
+

2h2

y + 1

dy

2
√
y2 − 1

≡ ℏ(h− g − 2n)

2

∫ q

p

√
(y − p)(q − y) dy

y2 − 1

=
ℏ(h− g − 2n)

2
· π
2

[
2h

h− g − 2n
− 2g

h− g − 2n
− 2

]
= nπℏ ■
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附録C

対数摂動論

C.1 導入
対数摂動論 (logarithmic perturbation theory) は，1970年代後半にY. Aharonovらによって
開発された [84, 85]，摂動計算の手法である．通常の摂動論（Rayleigh–Schrödingerの手法）と
比べて，対数摂動論は，2次以上の補正項が簡単に計算できるというメリットがある．つまり，
対数摂動論では，通常の摂動論とは異なり，高次の摂動を求めるのに，非摂動状態の基底状態
さえ分かればよく，非摂動状態の励起状態が分かっている必要はない．デメリットとしては，
対数摂動論では，励起状態が扱えないことが挙げられる．しかしながら，超対称量子力学（解
ける量子力学）の文脈では，基底状態波動函数を基本に議論を進めてゆくのであるから，対数
摂動論の手法は充分に役立ち得る．

C.2 定式化
系のポテンシャルが，

V (x) = V0(x) + gV1(x) , x ∈ (x1, x2) (C.1)

と表される場合を考える．V0(x)は非摂動ポテンシャルであり，gV1(x)が摂動ポテンシャルで
ある（gは，摂動パラメータ）．このとき，基底状態に対する Schrödinger方程式は，

− ℏ2
d2ψ(x)

dx2
+
[
V0(x) + gV1(x)

]
ψ0(x) = E0ψ0(x) (C.2)

と書ける．尚，ハミルトニアン−ℏ2 d2

dx2
+ [V0(x)+ gV1(x)]は，必ずしも半正定値とは限らない．

ここで，基底状態波動函数ψ(x)を，ψ(x) ≡ eS(x)即ちS(x) = lnψ(x)と書けば註29，Schrödinger
方程式 (C.2)は，

− ℏ2
[
S ′′(x) + S ′(x)2

]
eS(x) +

[
V0(x) + gV1(x)

]
eS(x) = EeS(x)

∴ − ℏ2
[
S ′′(x) + S ′(x)2

]
+ V0(x) + gV1(x)− E = 0 . (C.3)

と書き直される．以降，本章では，′は xについての 1次導函数を表すとする．また，この型の
微分方程式は，Riccati型の微分方程式とよばれている．

註29基底状態波動函数は，常に全ての xに対して ψ0(x) > 0となるようにとることができる．他方，励起状態の
波動函数については，必ず幾つかのノードをもち，実函数 S(x)を定義できなくなってしまう．これが，前節で述
べた，対数摂動論では励起状態を扱えないことの理由である．
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次に，E0と S ′(x)とを gの冪で展開する：
E0
∼= E(0) + gE(1) + g2E(2) + · · · =

∞∑
i=0

giE(i) , (C.4)

S ′(x) ∼= C(0)(x) + gC(1)(x) + g2C(2)(x) + · · · =
∞∑
i=0

giC(i)(x) . (C.5)

これらを式 (C.3)に代入して，gの冪ごとに比較すると，以下の関係式を得る．まず，g0の項に
ついて，

−ℏ2
{
C(0)′(x) +

[
C(0)(x)

]2}
+ V0(x)− E(0) = 0

∴ C(0)′(x) +
[
C(0)(x)

]2
=

1

ℏ2
[
V0(x)− E(0)

]
. (C.6)

次に，g1の項については，

−ℏ2
[
C(1)′(x) + 2C(0)(x)C(1)(x)

]
+ V1(x)− E(1) = 0

∴ C(1)′(x) + 2C(0)(x)C(1)(x) =
1

ℏ2
[
V1(x)− E(1)

]
(C.7)

であり，一般に gnの項については，

−ℏ2
[
C(n)′(x) + 2C(0)(x)C(n)(x) +

n−1∑
i=1

C(i)(x)C(n−i)(x)

]
− E(n) = 0

∴ C(n)′(x) + 2C(0)(x)C(n)(x) = − 1

ℏ2
E(n) −

n−1∑
i=1

C(i)(x)C(n−i)(x) (C.8)

である．
以下では，式 (C.6)–(C.8)を解いてゆく．はじめに，式 (C.6)は非摂動ハミルトニアンの固有
値問題である．C(0)(x)は，解ける量子力学の文脈におけるスーパーポテンシャルW (x)に対応
し，式 (2.13)から次のように求めることができる：

C(0)(x) =
ψ′
0(x)

ψ0(x)
=

d

dx
lnψ0(x) ≡ −W (x) .

次に，式 (C.7)は，|ψ0(x)|2を掛けて積分することで解くことができる．

C(1)′(x)|ψ0(x)|2 + 2C(0)(x)C(1)(x)|ψ0(x)|2 ≡
d

dx

[
C(1)(x)|ψ0(x)|2

]
(C.9)

であることを用いれば，C(1)(x)は，

C(1)(x) = |ψ0(x)|−2 · 1
ℏ2

∫ x

x1

[
V1(x̄)− E(1)

]
|ψ0(x̄)|2 dx̄ (C.10)

と求まる．式 (C.10)で，x→ x2とすれば，E(1)が

0 =
1

ℏ2

∫ x2

x1

[
V1(x)− E(1)

]
|ψ0(x)|2 dx

∴ E(1) =

∫ x2

x1

V1(x)|ψ0(x)|2 dx (C.11)
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と求まる．ただし，x → x1,2において ψ0(x) → 0となり，ψ0(x)は規格化されているというこ
とを用いた．
式 (C.8)において，n = 2とすると，

C(2)′(x) + 2C(0)(x)C(2)(x) = −2m

ℏ2
E(2) −

[
C(1)(x)

]2
(C.12)

となり，これを用いてC(2)(x)及びE(2)を求めることができる．C(1)(x)を求めたときと同様に
して，

C(2)(x) = |ψ0(x)|−2

∫ x

x1

[
− 1

ℏ2
E(2) −

[
C(1)(x̄)

]2] |ψ0(x̄)|2 dx̄ . (C.13)

また，x→ x2として，

E(2) = −
∫ x2

x1

[
C(1)(x)

]2 |ψ0(x)|2 dx . (C.14)

一般の nに対して式 (C.8)を解くと（解き方は n = 2の場合と同じである），

C(n)(x) = |ψ0(x)|−2

∫ x

x1

[
− 1

ℏ2
E(n) −

n−1∑
i=1

C(i)(x̄)C(n−i)(x̄)

]
|ψ0(y)|2 dx̄ (C.15)

E(n) = −
∫ x2

x1

(
n−1∑
i=1

C(i)(x)C(n−i)(x)

)
|ψ0(x)|2 dx . (C.16)

を得る．

■ 例：Stark効果の計算

本項では，例題として，Stark効果の計算を対数摂動論を用いて行う．Stark効果とは，荷電
粒子に電場をかけたときに，エネルギー準位が分裂するなどエネルギースペクトルが変化する
現象のことである．
調和振動子ポテンシャル V0(x) = mω2x2/2中に束縛されている電子を考える．この系に外部
電場 Eを印加すると，ポテンシャルに V1(x) = −eExが加わる．以下では，V1(x)を摂動項とし
て取り扱い，そのエネルギー準位への寄与を見積もる．特に，基底状態のエネルギーの値はど
うなるか．
まず，非摂動ハミルトニアンの基底状態のエネルギー固有値E(0)と固有函数 ψ0(x)は，

E(0) =
ℏω
2

and ψ0(x) =
(mω
πℏ

) 1
4
exp

[
−mω

2ℏ
x2
]
.

である．摂動の 1次補正E(1)は，式 (C.11)から，

E(1) =

∫ ∞

−∞
(−eEx)

[(mω
πℏ

) 1
4
exp

[
−mω

2ℏ
x2
]]2

dx = −eE
(mω
πℏ

) 1
2

∫ ∞

−∞
x exp

[
−mω

ℏ
x2
]

︸ ︷︷ ︸
odd

dx = 0
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である．次に，C(1)(x)が式 (C.10)から次のように求まる：

C(1)(x) =
(mω
πℏ

)− 1
2
exp

[mω
ℏ
x2
]
· 2m
ℏ2

∫ x

−∞
(−eE x̄)

(mω
πℏ

) 1
2
exp

[
−mω

ℏ
x̄2
]
dx̄

= −2meE
ℏ2

exp
[mω

ℏ
x2
] ∫ x

−∞
x̄ exp

[
−mω

ℏ
x̄2
]
dx̄

=
2meE
ℏ2

exp
[mω

ℏ
x2
]
· ℏ
2mω

exp
[
−mω

ℏ
x̄2
]∣∣∣x

−∞

=
eE
ℏω

.

よって，摂動の 2次補正E(2)は，式 (C.14)より，

E(2) = − ℏ2

2m

∫ ∞

−∞

(
eE
ℏω

)2 (mω
πℏ

) 1
2
exp

[
−mω

ℏ
x2
]
dx

= − ℏ2

2m

(
eE
ℏω

)2 (mω
πℏ

) 1
2

∫ ∞

−∞
exp

[
−mω

ℏ
x2
]
dx

= − 1

2m

(
eE
ω

)2 (mω
πℏ

) 1
2

√
πℏ
mω

= − e2E2

2mω2

である．更に，C(2)(x)は，式 (C.13)より，

C(2)(x) = −
(mω
πℏ

)− 1
2
exp

[mω
ℏ
x2
] ∫ x

−∞

(
− e2E2

2mω2
+

e2E2

2mω2

)
︸ ︷︷ ︸

=0

(mω
πℏ

) 1
2
exp

[
−mω

ℏ
x̄2
]
dx̄ = 0 ,

と計算される．従って，摂動の 3次補正は，E(3) = 0であり，C(3)(x)もゼロとなる．式 (C.15),

(C.16)を考えれば，このことは，摂動の 3次以降の補正項が全てゼロになることを意味している．
以上より，

E =
ℏω
2
− e2E2

2mω2

と求まる．ただし，計算の途中で g = 1としている．

C.3 通常の摂動論との等価性
本節では，対数摂動論が，通常の摂動論，即ちRayleigh–Schrödingerの摂動論と等価である
ことを示す．摂動の 1次の項が，対数摂動論と通常の摂動論とで等しくなることは，前節で見
た通りである．摂動の 2次以上の項に対しても，両者が等しくなることを確認してゆく．

C.3.1 通常の摂動論が与える公式

通常の摂動論では，エネルギーに対する n次の補正E
(n)
RS は，

E
(n)
RS =

∫ x2

x1

ψ(0)∗(x)V1(x)ψ
(n−1)(x) dx (C.17)
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によって与えられる．ただし，エネルギーEと波動函数 ψ(x)を，それぞれ

E ∼= E
(0)
RS + gE

(1)
RS + g2E

(2)
RS + · · · =

∞∑
i=0

giE
(i)
RS

ψ(x) ∼= ψ(0)(x) + gψ(1)(x) + g2ψ(2)(x) + · · · =
∞∑
i=0

giψ(i)(x)

と展開している．

C.3.2 等価性の確認

■ 1次の補正項E(1)

1次の補正項E(1)に対して，通常の摂動論と対数摂動論とが与える結果が等しいことを示す．

E
(1)
RS =

∫ x2

x1

ψ(0)∗(x)V1(x)ψ
(0)(x)dx =

∫ x2

x1

V1(x)|ψ0(x)|2dx = E(1) .

■ 2次の補正項E(2)

2次の補正項E(2)に対して，通常の摂動論と対数摂動論とが与える結果が等しいことを示す．

E
(2)
RS =

∫ x2

x1

ψ(0)∗(x)V1(x)ψ
(1)(x) dx

=

∫ x2

x1

ψ(0)∗(x)
[
V1(x)− E(1)

]
ψ(1)(x) dx

=

∫ x2

x1

S(1)(x)
[
V1(x)− E(1)

]
|ψ0(x)|2 dx

= ℏ2
∫ x2

x1

S(1)(x)
d

dx

[
C(1)(x)|ψ0(x)|2

]
dx

= ℏ2
[
S(1)(x)C(1)(x)|ψ0(x)|2

]x2

x1︸ ︷︷ ︸
=0

−ℏ2
∫ x2

x1

[
C(1)(x)

]2 |ψ0(x)|2 dx

= −ℏ2
∫ x2

x1

[
C(1)(x)

]2 |ψ0(x)|2 dx

= E(2) .
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■ 3次の補正項E(3)

3次の補正項E(3)に対して，通常の摂動論と対数摂動論とが与える結果が等しいことを示す．

E
(3)
RS =

∫ x2

x1

ψ(0)∗(x)V1(x)ψ
(2)(x) dx

=

∫ x2

x1

ψ(0)∗(x)
[
V1(x)− E(1)

]
ψ(2)(x) dx

=
1

2

∫ x2

x1

[
S(1)(x)

]2 [
V1(x)− E(1)

]
|ψ0(x)|2 dx+

∫ x2

x1

S(2)(x)
[
V1(x)− E(1)

]
|ψ0(x)|2 dx

=
ℏ2

2

∫ x2

x1

[
S(1)(x)

]2 d

dx

[
C(1)(x)|ψ0(x)|2

]
dx+ ℏ2

∫ x2

x1

S(2)(x)
d

dx

[
C(1)(x)|ψ0(x)|2

]
dx

=
ℏ2

2

[
[S(1)]2(x)C(1)(x)|ψ0(x)|2

]x2

x1︸ ︷︷ ︸
=0

−ℏ2
∫ x2

x1

S(1)(x)
[
C(1)(x)

]2 |ψ0(x)|2 dx

+ ℏ2
[
S(2)(x)C(1)(x)|ψ0(x)|2

]x2

x1︸ ︷︷ ︸
=0

−ℏ2
∫ x2

x1

C(1)(x)C(2)(x)|ψ0(x)|2 dx

= −ℏ2
∫ x2

x1

S(1)(x)
[
C(1)(x)

]2 |ψ0(x)|2 dx− ℏ2
∫ x2

x1

C(1)(x)C(2)(x)|ψ0(x)|2 dx .

ここで，

− ℏ2
∫ x2

x1

S(1)(x)
[
C(1)(x)

]2 |ψ0(x)|2 dx

= −ℏ2
∫ x2

x1

S(1)(x)

[
− 1

ℏ2
E(2)|ψ0(x)|2 −

d

dx

[
C(2)(x)|ψ0(x)|2

]]
dx

=

∫ x2

x1

S(1)(x)E(2)|ψ0(x)|2 dx+ ℏ2
∫ x2

x1

S(1)(x)
d

dx

[
C(2)(x)|ψ0(x)|2

]
dx

= E(2)

∫ x2

x1

ψ(0)∗(x)ψ(1) dx︸ ︷︷ ︸
=0

+
[
S(1)(x)C(2)(x)|ψ0(x)|2

]x2

x1︸ ︷︷ ︸
=0

−ℏ2
∫ x2

x1

C(1)(x)C(2)(x)|ψ0(x)|2 dx

= −ℏ2
∫ x2

x1

C(1)(x)C(2)(x)|ψ0(x)|2 dx

であるから，結局，

E
(3)
RS = −ℏ2

∫ x2

x1

2C(1)(x)C(2)(x)|ψ0(x)|2 dx

= E(3) .

■ n次の補正項E(n)

一般に，n次の補正項E(n)に対しても，これまでと同様に通常の摂動論と対数摂動論との等
価性：

E
(n)
RS = E(3)

が示される [86]．我々は，n = 4の場合についても，このことを確認している．
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附録D

その他の可解系たち

D.1 準可解系
本節では，準可解 (quasi-exactly solvable; QES) 系 [15, 16, 17, 18]の簡単な解説を行う．

D.1.1 導入

まず初めに，準可解であるということについて説明しよう．準可解であるという場合には，
次のふたつの状況が考えられる：

I. 系の固有状態のうち，初めのN 個の準位について，固有値と固有函数とが明示的に得ら
れているもの．

II. パラメータの変更のみによって関連付けられるN個のポテンシャル群のうち，i番目のポ
テンシャルの i番目の準位がそれぞれ明示的に関係付けられているようなもの．

これらの系は，例えば，物理現象の解析において，全ての固有状態の情報が必要ないような場
合に用いられる．特に，N →∞の極限では，通常の可解系に一致することが知られている．
以降では，I. の場合についてみてゆくことにする．

D.1.2 一般論

1次元の Schrödinger方程式が，

Hψ(x) = Eψ(x) , H = −ℏ2 d2

dx2
+ V (x) , (D.1)

で与えられたとする．ここで，波動函数 ψ(x)に対して，

ψ(x) = p(x) exp

[
−1

ℏ

∫ x

y(x)dx

]
, (D.2)

なる変換を施すことを考える．このとき，Schrödinger方程式 (D.1)は，

ℏ2
[
y′

ℏ
− y2

ℏ2
− 1

p

(
p′′ − 2

y

ℏ
p′
)]

= E − V (x)

= ℏy′ − y2 − 1

p

(
ℏ2p′′ − 2ℏyp′

)
. (D.3)
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と書き換えられる．ただし，本小節では，以降，記号 ′は適当な空間座標微分についての 1階導
函数を表す．更に，変数変換：

ξ ≡ x

ℏ
,

d

dξ
= ℏ

d

dx
,

を施せば，式 (D.3)は，ℏに依存しない形で書かれる：

y̆′ − y̆2 − 1

p̆
(p̆′′ − 2y̆p̆′) = E − V̆ (ξ) . (D.4)

ただし，y̆ = y̆(ξ) = y(x), p̆ = p̆(ξ) = p(x), V̆ (ξ) = V (x)である．準可解系は，特定の y̆(ξ)に
対して，式 (D.4)の左辺第 3項：(p̆′′ − 2y̆p̆′)/p̆が既約になるように p̆(ξ)を定めることによって
構築される．
p̆(ξ)のうち，特に，ノードがないものを p̆0(ξ)と記せば，系の基底状態波動函数 ψ̆0(ξ)は，

ψ̆0(ξ) = p̆0(ξ) exp

[
−
∫ ξ

y̆(ξ̄)dξ̄

]
, (D.5)

で与えられる．このとき，スーパーポテンシャル W̆ (ξ)とポテンシャル V̆ (ξ)は，それぞれ，

W̆ (ξ) = − d

dξ
ln ψ̆0(ξ) = −

d

dξ
ln

{
p̆0(ξ) exp

[
−
∫ ξ

y̆(ξ̄)dξ̄

]}
= − d

dξ

[
ln p̆0(ξ)−

∫ ξ

y̆(ξ̄)dξ̄

]
= y̆(ξ)− d

dξ
ln p̆0(ξ) , (D.6)

V (x) =

[
d

dξ
ln ψ̆0(ξ)

]2
+

d2

dx2
ln ψ̆0(ξ)

=

[
y̆(ξ)− ℏ

d

dξ
ln p̆0(ξ)

]2
− ℏ

d

dξ

[
y̆(ξ)− ℏ

d

dξ
ln p̆0(ξ)

]
= y̆(ξ)2 − dy̆(ξ)

dξ
+ 2y̆(ξ)

d

dξ
ln p̆0(ξ) +

[
d

dξ
ln p̆0(ξ)

]2
+

d2

dξ2
ln p̆0(ξ) (D.7)

と書かれる．

D.2 Abraham–Moses系
本節では，Abraham–Moses系 [42]の簡単な説明を与える．Abraham–Moses系は，ある可解
系をAbraham–Moses変換することによって得られる可解系である．Krein–Adler変換とは別種
の，ハミルトニアンの等スペクトル変形である．Abraham–Moses変換によって，元の系の特定
の準位が削除されたり，元の系にある準位が加えられたりする．

D.3 Natanzon類のポテンシャル
本節では，Natanzon類のポテンシャル [39, 40, 41]の簡単な説明を与える．Natanzon類のポ
テンシャルは，有限個の離散固有値をもち，その固有函数は，超幾何函数の和で書かれる．こ
のクラスのポテンシャルは，一般的には形状不変性をもたないものの，一部のポテンシャルに
は形状不変性があることが分かっている [41]．
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附録E

本文の補足事項

E.1 Schrödinger方程式の“導出”

E.1.1 Hamilton–Jacobiの方程式からの“導出”

■ Hamilton–Jacobiの方程式

空間 1次元とする．{q, p,H(q, p; t)}で表される古典力学系に対して，与えられたハミルトニ
アンHから，q, pを求める方法を知りたい．
そこで，H (Q,P ; t) = 0となるような“極端な”正準変換：

{q, p,H(q, p; t)} → {Q,P,H (Q,P ; t)} (E.1)

を考える．このとき，正準方程式は，
Ṗ = −∂H

∂Q
= 0

Q̇ =
∂H

∂P
= 0

∴
{
P = const. ≡ α

Q = const. ≡ β

(E.2a)

(E.2b)

であり，Qと P は共に定数である．次に，Q, P から元の q, pを求める方法を考える．II型の
正準変換： 

W ′ = W (q, P ; t)− PQ ,

Q =
∂

∂P
W (q, P ; t) , p =

∂

∂q
W (q, P ; t) ,

H = H(q, p; t) +
∂

∂t

(E.3a)

(E.3b)

(E.3c)

を用いると，

β =
∂

∂α
W (q, α; t) , (E.4)

p =
∂

∂q
W (q, α; t) , (E.5)

H = H(q, p; t) +
∂

∂t
(q, α; t) = H

(
q,
∂W

∂q
; t

)
+
∂

∂t
W (q, α; t) ≡ 0 (E.6)
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である．母函数W を求めるためには，式 (E.6)の偏微分方程式：

∂

∂t
W (q, α; t) +H

(
q,
∂W

∂q
; t

)
= 0 (E.7)

を解けばよい．この偏微分方程式は，Hamilton–Jacobiの偏微分方程式とよばれる（独立変数
は，qと tである）．
以降，ハミルトニアンHが時間 tを陽に含まない場合を考える．このとき，Hは，系の全力
学的エネルギーEに等しい．式 (E.7)から，

W (q, α; t) = at+ S (E.8)

と書ける．ただし，Sは tには陽に依存せず，aは式 (E.7)に戻して，

a = −H
(
q,
∂W

∂q

)
≡ −E (E.9)

と分かる．更に，Sは，S = W (q, α; t)− atの両辺を qで偏微分し，

∂S

∂q
=
∂W

∂q

であることから，次のようにして求まる．つまり，Sについての微分方程式：

H

(
q,
∂W

∂q

)
= E

を解いて，
S = S(q, C;E) (E.10)

と書き表される．ここで，Cは，qで積分するときの積分定数である．系の全力学的エネルギー
Eは初期条件から決まるという意味で C の函数であり，式 (E.10)において，Sは qと C の函
数である，といえる．このことと式 (E.8)とを併せて考えると，Cは αと等価であると分かる．
従って，

S = S(q, α) , E = E(α) = −a = −a(α) (E.11)

である．
以上から，式 (E.4), (E.5)は，

β = − ∂

∂α
E(α)t+

∂

∂α
S(q, α) , (E.12)

p =
∂

∂q
S(q, α) (E.13)

となる．ここで，α, β及びEは初期条件から決定されるので，式 (E.12)から qが，式 (E.13)か
ら pが求められる．
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■ “導出”の過程

本項では，Hamilton–Jacobiの偏微分方程式 (E.7)から，変分原理を用いて Schrödinger方程
式を“導出”註30してゆく．
母函数W (q, α; t)として，次の形を採る：

W (q, α; t) ≡ K ln
[
e−Et/Kψ(q)

]
= −Et+K lnψ(q) . (E.14)

式 (E.8)との対応を考えれば，S ≡ S(q,K) ≡ K lnψ(q)である．式 (E.13)から，

p =
∂S

∂q
=
K

ψ

∂ψ

∂q
(E.15)

であり，系の全力学的エネルギーEは，

E ≡ 1

2m
p2 + V (q) =

1

2m

(
K

ψ

∂ψ

∂q

)2

+ V (q) (E.16)

と書かれる．よって，
K2

2m

(
∂ψ

∂q

)2

− [E − V (q)]ψ2 = 0 (E.17)

を得る．
ここで，「式 (E.17)の左辺が q空間における積分に対して，停留点をとるような運動が実現
する」と考えることで，

δI = 0 , I ≡
∫ q2

q1

{
K2

2m

(
∂ψ

∂q

)2

− [E − V (q)]ψ2

}
dq (E.18)

をから，

[E − V (q)]ψ +
K2

2m

∂2ψ

∂q2
= 0

∴
[
−K

2

2m

∂2

∂q2
+ V (q)

]
ψ(q) = Eψ(q) (E.19)

を得る．Kの次元は，作用の次元ML2T−2と同じであることから，K ≡ ℏとおけば，時間に依
存しない Schrödinger方程式：[

− ℏ2

2m

∂2

∂q2
+ V (q)

]
ψ(q) = Eψ(q)

が導かれる．
尚，時間に依存する Schrödinger方程式については，

W (q, α; t) ≡ K lnΨ(q, t) (E.20)

として，Hamilton–Jacobiの偏微分方程式を用いれば，

iℏ
∂

∂t
Ψ(q, t) = H(q, p; t)Ψ(q, t) (E.21)

が得られる．ただし，K ≡ ℏ/iとした．
註30本来，量子論は古典論から導かれるものではないので，量子力学の基礎方程式である Schrödinger方程式を古
典力学の方程式から導出する，という表現は適切でない．ダブルクォテーションマークを付して“導出”と書い
たことには，このような事情がある．この“導出”は，単に対応関係を表しているに過ぎない．
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E.2 1次元量子力学系にはエネルギーの縮退がないことの証明
本小節では，次の命題を示す：

時間に依存しない 1次元の量子力学系において，束縛状態のエネルギースペクトルは常に
非縮退的である． · · · (∗)

(∗)の否定：「時間に依存しない 1次元の量子力学系において，束縛状態のエネルギースペク
トルが縮退することがある」が真であると仮定する．このとき，ϕ1(x)と ϕ2(x)とを同じエネル
ギー固有値Eに属する，ふたつの線型独立な固有函数とする．定常状態の Schrödinger方程式：

− ϕ′′
1 + V (x)ϕ1 = Eϕ1 , − ϕ′′

2 + V (x)ϕ2 = Eϕ2 (E.22)

より，
ϕ′′
1

ϕ1

=
ϕ′′
2

ϕ2

∴ (ϕ′
1ϕ2 − ϕ′

2ϕ1)
′
= 0 (E.23)

である．ただし，記号 ′は xで微分することを表し，簡単のため ℏ = 2m = 1とした．また，
V (x)は，ポテンシャルである．
式 (E.23)より，

ϕ′
1ϕ2 − ϕ′

2ϕ1 = const. ≡ 0 (E.24)

とできる．定数を 0としたのは，境界条件：|x| → ∞で ϕ1 → 0, ϕ2 → 0，を課しているからで
ある．適当に式変形すれば，任意定数Cを用いて，ϕ1(x) = Cϕ2(x)が導かれる．これは，ϕ1(x)

と ϕ2(x)とが線型独立であることに矛盾するため，(∗)が示される．

E.3 Riccatiの微分方程式の解法
1階の常微分方程式のうち，

y′(x) = P (x) +Q(x)y(x) +R(x)y(x)2 (E.25)

の形のものを，Riccatiの微分方程式という．yは xの未知函数で，記号 ′は xについての 1階
導函数を表す．また，P (x), Q(x), R(x)は，xの函数である．
この微分方程式の一般解は知られていないが，解法としては次の 2つが知られている：

(i) 特解 y1が見つけられる場合，y = y1+uとおいて，Berunoulliの微分方程式に帰着させる．

(ii) y = − v′

vR
とおいて，2階の線形常微分方程式：

v′′ −
(
R′

R
+Q

)
v + PRv = 0 (E.26)

に帰着させる．
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E.4 N体問題の取り扱いと超球面調和函数

E.4.1 Jacobi相対座標系

2体問題において，重心座標と相対座標とに分離してその運動を議論することがしばしばあ
る．Jacobi相対座標系（または，Jacobi座標系）の考えは，この取り扱いを一般のN 体問題に
拡張したものである．少数多体系を考える際には，この Jacobi座標系が用いられることが多い．
以下では，N 体問題（N 粒子系）を考え，各粒子には，1からN まで番号が振られており，そ
れぞれの粒子の位置と質量はその番号 iを用いて ri, miのように記される．この場合，Jacobi

座標系はN 本のベクトルを基底とする座標系である．
ここでは，簡単のために等質量の場合を考える（質量が異なる場合の取り扱いは，文献 [81]

を参照）．まず初めに，Jacobi座標系を構成する 1番目のベクトル ρ1を，粒子 1と 2の位置ベ
クトルを用いて，

ρ1 := r1 − r2 . (E.27)

で定義する．続いて，Jacobi座標系を構成する 2番目のベクトルρ2には，粒子 1, 2から成る粒
子系の質量中心と粒子 3とを結ぶベクトル：

ρ2 :=
m1r1 +m2r2
m1 +m2

− r3 . (E.28)

を採用する．Jacobi座標系を構成する 3番目からN − 1番目までのベクトルは，ρ2と同様にし
て，例えば，i番目の ρiを，粒子 1–iから成る粒子系の質量中心と粒子 i+ 1とを結ぶベクトル
として定義する：

ρi :=

i∑
k=1

mkrk

i∑
k=1

mk

− ri+1 . (E.29)

最後に，Jacobi座標系を構成するN 番目のベクトル ρN は，N 粒子系の質量中心ベクトル

ρN :=

N∑
k=1

mkrk

N∑
k=1

mk

≡ RCM (E.30)

とする．以上のベクトルの取り方の概略を示したのが，図 E.1である．
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· · ·

1

2

3

4

N

ρ
1

ρ
2

ρ
3

ρ
N−1×

R
CM

図 E.1 Jacobi座標系．

E.4.2 超球面座標の導入

前節で導入した Jacobi座標系を用いることで，運動項を重心運動と内部運動とに分離できる：

−
N∑
i=1

1

2mi

∇2
ri
= − 1

2mtot

∇2
RCM
− 1

2µ

N−1∑
i=1

∇2
ρi
. (E.31)

ただし，mtotは系の全質量で，µは換算質量 (reduced mass) である．
重心運動を除いた内部運動に関して，運動の自由度は 3(N − 1)である．N − 1本の Jacobi座
標ベクトル ρiが極座標で {ρi, θi, φi}と表示されたとしたとき，動径成分たち {ρ1, . . . , ρN−1}に
対して，次の変数変換を施す：

x :=

√√√√N−1∑
i=1

ρi2 , (E.32)

ξ1 := arccos
ρ1√√√√N−1∑
i=1

ρi
2

, (E.33)

ξ2 := arccos
ρ2√√√√N−1∑
i=2

ρi
2

, (E.34)

...

ξN−2 := arccos
ρN−2√

ρN−1
2 + ρN−2

2
. (E.35)

xはハイパー動径成分で，超球空間における動径部分である．また，それ以外の成分{ξ1, . . . , ξN−2,

θ1, φ1, . . . , θN−1, φN−1}は超球空間における角度部分であり，まとめてΩと書いてハイパー角と
よぶ．
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ハイパー動径 xにのみ依存してハイパー角Ωには依存しないような，所謂“中心力問題”を
考えることができ，このような定式化は，hypercentral formalismとよばれる．このとき，各々
の iに対して，3つの量子数 {ni, ℓi,mi}が与えられる．

E.4.3 超球面調和函数

本小節では，超球面調和函数 (hyperspherical harmonics) [78, 79, 80]の表式を示す．具体的
な導出は，これらの文献を参照のこと．
超球面調和函数Y[γ](Ω)は，

Y[γ](Ω) = Y m1
l1

(θ1, φ1)
N−1∏
j=2

Y
mj

ℓj
(θj, φj)

(j)P
ℓj ,Lj−1

Lj(ξj)
(E.36)

と表される．ただし，γは，ハイパー角運動量の量子数とよばれ，

γ = ℓ1 +
N−1∑
i=2

(2ni + ℓi) . (E.37)

である．また，Y m
ℓ (θ, φ)は球面調和函数で，(j)P

ℓj ,Lj−1

Lj(ξj)
は

(j)P
ℓj ,Lj−1

Lj(ξj)
:= N (cos ξj)

ℓj(sin ξj)
Lj−1P νj−1,ℓj+1/2

nj
(cos 2ξj) , (E.38)

N ≡

√
2νj (νj − nj)nj!

Γ
(
νj − nn − ℓj − 1

2

)
Γ
(
nj + ℓj +

3
2

) , (E.39)

νj ≡ Lj +
3j

2
− 1 , Lj ≡ ℓ1 +

j∑
i=2

(2ni + ℓi) (E.40)

である（P (α,β)
n (x)は，Jacobi多項式）．
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附録F

量子力学における超対称性

F.1 円周上に束縛された自由粒子
半径Rの円周上に束縛された自由粒子の 1次元量子力学系を考える．「円周上」というのは，
つまり，周期境界条件：

ψ(x+ 2πR) = ψ(x) , (F.1)

が課されている，ということである．
このような系に対する Schrödinger方程式は，

Hψn(x) = Enψn(x) , H = −ℏ2 d2

dx2
, x ∈ [−πR, πR] (F.2)

と書かれる．これを解くと，

d2ψn(x)

dx2
= −

(√
En
ℏ

)2

ψn(x) =⇒ ψn(x) ∝


cos

(√
En
ℏ

x

)
sin

(√
En
ℏ

x

) (F.3)

を得る．ただし，エネルギー固有値 Enは，周期境界条件 (F.1)から，

√
En
ℏ
× 2πR ≡ 2nπ ∴ En =

(
nℏ
R

)2

(F.4)

と求められる．従って，固有値 Enに属する固有函数は，

ψ(−)
n (x) = N (−)

n cos
( n
R
x
)
, n = 0, 1, 2, . . . , (F.5)

と
ψ(+)
n (x) = N (+)

n sin
( n
R
x
)
, n = 1, 2, . . . 註31 (F.6)

であり，n ⩾ 1では，縮退があることが分かる．ただし，N±
n は適当な規格化定数である．

{ψ(−)
n (x)}と {ψ(+)

n (x)}との縮退構造は，図 2.1と全く同じ縮退構造：

• エネルギー固有値は非負である：En ⩾ 0，

• E0 = 0の状態を除いて，全ての En > 0の状態は縮退している，

註31n = 0のとき，ψ(+)
n (x) = 0となり，このような状態はない．

157



である．しかし，本節では，因子化ハミルトニアンも超対称パートナーも出て来ていない．我々
は，本節での解析を通して，円周上に束縛された自由粒子の系には，（系自体に）量子力学の意
味での超対称性が存在していることを確認することができた．
本節の最後に，この系の縮退構造の物理的意味を述べる．結論は，同じエネルギーをもった，
右回りの波と左回りの波とが存在しているために，エネルギーの縮退をもつ，というものであ
る．このことは，固有函数系の基底を変えることで，確かめられる：

ψ(R)
n (x) = N (R)

n

[
cos
( n
R
x
)
+ i sin

( n
R
x
)]

= N (R)
n exp

(
i
n

R
x
)
, (F.7)

ψ(L)
n (x) = N (L)

n

[
cos
( n
R
x
)
− i sin

( n
R
x
)]

= N (L)
n exp

(
−i n
R
x
)
. (F.8)

尚，N (R)
n , N (L)

n は適当な規格化定数である．

F.2 Witten模型
式 (2.8), (2.17)で書かれるパートナーのハミルトニアンたち：

H− = A†A = −ℏ2 d2

dx2
+W (x)2 − ℏ

dW (x)

dx
, (2.8)

H+ = AA† = −ℏ2 d2

dx2
+W (x)2 + ℏ

dW (x)

dx
(2.17)

を用いて，次のような行列型のハミルトニアンを定義する：

H :=

(
H− 0

0 H+

)
=

(
A†A 0

0 AA†

)
(F.9)

=

[
−ℏ2 d2

dx2
+W (x)2

]
1(2) − ℏ

dW (x)

dx
σ3 = A†A1(2) +

(
−2ℏdW (x)

dx

)
1(2) + σ3

2
.

ただし，1(2)は 2× 2の単位行列で，Pauli行列を σ1, σ2, σ3と書き註32，以降 σ± := σ1 ± iσ2と
する．また，

1(2) + σ3
2

≡ f †f

とすれば，ハミルトニアンHは，

H = A†A1(2) +

(
−2ℏdW (x)

dx

)
f †f (F.10)

となる．尚，f †, f はそれぞれ，Fermi粒子に対する生成演算子と消滅演算子に対応しており，
W (x) = ωx（1次元調和振動子）の場合，ハミルトニアンHHOは，Bose粒子に対する生成演算
子と消滅演算子 b, b†を用いて，

HHO = ℏω
(
b†b+ f †f

)
註32

σ1 ≡
(
0 1
1 0

)
, σ2 ≡

(
0 −i
i 0

)
, σ3 ≡

(
1 0
0 −1

)
.
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と書かれ，Bose粒子に対する生成・消滅演算子とFermi粒子に対する生成・消滅演算子とが対
等である．
ハミルトニアンHは，超電荷 (supercharges) とよばれるふたつの演算子：

Q :=

(
0 0

A 0

)
= Aσ− , Q† =

(
0 A†

0 0

)
= σ+A† (F.11)

と共に，閉じた代数を成す．超電荷Q,Q†は，Bose的状態を Fermi的状態に，また Fermi的状
態を Bose的状態に写す働きをする．この代数は，N = 2超対称性代数 (superalgebra) とよば
れ，3つの生成子 {H,Q,Q†}が

[H,Q] = [H,Q†] = 0 ,

{Q†,Q} = Q†Q+QQ† = H , {Q,Q} = {Q†,Q†} = 0

}
(F.12)

なる交換・反交換関係を満たす．第 1式の交換関係から，H±は縮退していることが分かる（こ
の式は，2.2.4節の絡み合わせ関係式 (2.20)と等価である）．
ここで，H±のゼロ固有値の状態は，それぞれ，形式的に，

H−ψ
(−)
0 (x) = 0 ⇐⇒ Aψ(−)

0 (x) = 0 ∴ ψ
(−)
0 (x) ∝ exp

[
−1

ℏ

∫ x

W (x̄) dx̄

]
, (F.13)

H+ψ
(+)
0 (x) = 0 ⇐⇒ A†ψ

(+)
0 (x) = 0 ∴ ψ

(+)
0 (x) ∝ exp

[
+
1

ℏ

∫ x

W (x̄) dx̄

]
(F.14)

と書かれる．これらの表式から，ψ(−)
0 , ψ

(+)
0 の両者が規格化可能（2乗可積分）とはなり得ない．

つまり，規格化可能な（2乗可積分な）ゼロ固有値の状態は，ψ(−)
0 , ψ

(+)
0 のいずれか一方か，ま

たはいずれも当てはまらないかであることが分かる．特に後者の場合，超対称性が破れている
(SUSY is broken) といわれる．超対称性が破れるか否かは，W (x)の函数形に依存する．以降
では，超対称性が破れていない場合，ψ(−)

0 が（規格化可能な）ゼロ固有値の状態である場合を
考える．
ハミルトニアンHの基底状態 |0⟩を，列ベクトルで

|0⟩ ≡

(
ψ

(−)
0 (x)

ψ
(+)
0 (x)

)
(F.15)

と書くと，超対称性が破れない (unbroken) のは，

Q |0⟩ = Q† |0⟩ = 0 , |0⟩ =

(
ψ

(−)
0 (x)

0

)
(F.16)

のときで，式 (F.12)の第 2式から，基底状態のエネルギーはゼロになることが分かる．他方，
超対称性が破れている場合には，Q |0⟩とQ† |0⟩とは共にゼロにはならず，基底状態は正のエネ
ルギーをもち，ψ(±)

0 (x)が縮退している構造をもつ．
最後に，Witten指数 (Witten index) とよばれる位相不変量を導入して，この節を終えるこ
とにする．Witten指数は，

∆W := Tr (−1)F ≡ Trσ3 (F.17)

F.2 Witten模型 159



で定義される．ここで，Tr は全ての状態についてのトレース（対角和）で，超対称性が破れて
いない場合の基底状態を除き，H−の固有状態とH+の固有状態とは対を成しており，状態の
個数は等しく∆W = 0となる．他方，超対称性が破れていない場合には，H−はH+と比べて，
ゼロ固有値の状態を 1つ多くもつため，∆W = 1である．従って，H−とH+の基底状態の個数
をそれぞれN (−)

0 , N (+)
0 と書けば，Witten指数は，

∆W = N (−)
0 −N (+)

0 =

{
1 （超対称性が破れていない場合）

0 （超対称性が破れている場合）
(F.18)

と計算される註33．既に超対称性が破れるか否かはW (x)の函数形に依ると述べたが，より具体
的には，超対称性が破れるかを考えることは波動函数の規格化可能性を考えることであるから，∫ x

W (x̄) dx̄

の漸近的な振る舞いに着目すればよいことが分かる．Witten指数∆Wが位相不変量であるとい
うことは，∆Wの値が

∫ x
W (x̄) dx̄の漸近的な振る舞いのみで決まり，他の要素（例えば極値の

数）には依らないことを意味している．

註33ψ
(+)
0 が（規格化可能な）ゼロ固有値の状態である場合には，∆W = −1と計算される．
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